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Öz 

 

Bir grafa kenar/köşe ekleme ya da bir graftan kenar/köşe silme işlemi, verilen bir graf ya 

da graf sınıfının gerekli birçok özelliğini çalışmada oldukça kullanışlı bir yöntemdir. Bu 

yöntemi art arda uygulayarak daha küçük graftan elde edilen daha büyük bir graf 

hakkında bilgi edinilebilir. Bu çalışmada, bir grafa yeni bir kenar eklemenin indirgenmiş 

ikinci Zagreb indeks ve hyper-Zagreb indeks üzerine etkisi incelenmiştir. 

 

Anahtar kelimeler: İndirgenmiş ikinci Zagreb indeks, hyper-Zagreb indeks, kenar 

ekleme, köşe ekleme. 

 

 

Effect of edge addition on reduced second Zagreb Index and 

hyper-Zagreb Index 

 

 

Abstract 

 

Vertex and edge addition/deletion to a given graph is a useful method to study several 

required properties of a given graph or graph class. Successively applying these 

methods, one can obtain such information on a large graph by means of smaller graphs. 

In this work, we studied the effects of adding a new edge to a graph on the reduced 

second Zagreb index and hyper-Zagreb index. 

 

Keywords: Reduced second Zagreb index, hyper-Zagreb index, edge addition, vertex 

addition. 
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1.  Giriş 

 

𝐺 = (𝑉, 𝐸), köşe kümesi 𝑉(𝐺) = {𝑣1, 𝑣2, ⋯ , 𝑣𝑛} ve kenar kümesi 𝐸(𝐺) = {𝑣𝑖𝑣𝑗: 𝑣𝑖 , 𝑣𝑗 ∈

𝑉(𝐺)} olan döngü ya da katlı kenar bulundurmayan n mertebeli ve m boyutlu basit bir 

graf olsun. Bu durumda G’nin mertebesini ve boyutunu vurgulamak için G yerine 

𝐺(𝑛, 𝑚) kullanılır. Eğer e, G’nin 𝑣𝑖 ve 𝑣𝑗  komşu köşelerini birleştiren bir kenarı ise bu 

durum 𝑒 = 𝑣𝑖𝑣𝑗 ile gösterilir. Herhangi bir 𝑣 ∈ 𝑉(𝐺) köşesinin derecesi 𝑑𝐺(𝑣) ya da 

kısaca 𝑑𝑣 ile gösterilir. Derecesi 1 olan köşeye pendant köşe denir. Bir pendant köşeye 

sahip olan kenara ise pendant kenar denir. u köşesinin komşuluğu 𝑁𝐺(𝑢) = {𝑣 ∈
𝑉(𝐺): G grafında v köşesi u köşesine komşu} şeklinde tanımlanır. u köşesinin 

komşularının derececeleri toplamı ise 𝛿𝐺(𝑢) = ∑ 𝑑𝐺𝑣∈𝑁𝐺(𝑢) (𝑣) şeklinde tanımlanır. 

 

Bir kimyasal molekül, her bir atomu bir köşeye ve her bir kimyasal bağı da bir kenara 

karşılık tutularak oluşturulan bir graf ile modellenebilir. Topolojik graf indeksleri, 

atomların ve moleküllerin çeşitli özelliklerini bazı matematiksel teknikler aracılığıyla 

incelemek için tanımlanır ve kullanılır. 3000’den fazla topolojik graf indeksi birçok 

matematikçi ve kimyager tarafından tanımlanmış ve incelenmiştir. Bu indeksler, grafların 

çeşitli fiziksel, kimyasal özelliklerini ölçen değişmezler olarak tanımlanır. 1947 yılında 

Wiener, parafinlerin kaynama noktalarını belirlemek için ilk topolojik indeksi 

tanımlamıştır, [1]. Daha sonra 1972 yılında Gutman ve Trinajstic, [2], QSAR ve QSPR 

çalışmalarında en önemli topolojik graf indeksleri olan birinci ve ikinci Zagreb 

indekslerini tanımlamışlardır. [3]'de birinci Zagreb indeksi için bazı alt ve üst sınırlar 

belirlenmiş ve diğer bazı topolojik indekslerle ilişkileri verilmiştir. Zagreb indekslerinin 

matematiksel teorisi ve kimyasal uygulamalarının ayrıntıları için bkz. [4, 5, 11]. 

 

Birinci ve ikinci Zagreb indekslerinin farkı Furtula, Gutman ve Ediz [6] tarafından 

incelenmiş ve bu farkın indirgenmiş ikinci Zagreb indeksi adı verilen ve  

 

𝑅𝑀2(𝐺) = ∑ (𝑑𝑢 − 1)

𝑢𝑣∈𝐸(𝐺)

(𝑑𝑣 − 1)                                                                                     (1) 

 

şeklinde tanımlanan köşe derecesine dayalı değişmezle yakından ilişkili olduğunu 

göstermişlerdir. 

 

2013 yılında Shirdel, Rezapour ve Sayadi, [7], hyper-Zagreb indeksi olarak adlandırılan 

ve  

 

𝐻𝑀(𝐺) = ∑ (𝑑𝑢 + 𝑑𝑣)2

𝑢𝑣∈𝐸(𝐺)

                                                                                                   (2) 

 

ile verilen köşe derecelerine bağlı yeni bir indeks tanımlayarak grafların Kartezyen 

çarpımı, bileşimi, birleşimi ve ayrışımının 𝐻𝑀(𝐺) indeksini hesaplamışlardır. 

 

Verilen bir grafa kenar/köşe ekleme/silme bir graf ya da graf sınıfının gerekli birçok 

özelliğinin çalışılmasında oldukça kullanışlı bir metottur.  Bu metot art arda uygulanarak 

daha büyük graflar için bu bilgiler elde edilebilir. Bu yöntemin bazı uygulamaları [8, 9, 

10]’da bulunabilir. Bu çalışmada verilen bir 𝐺 grafına yeni bir kenar eklemenin 𝑅𝑀2(𝐺) 

indirgenmiş ikinci Zagreb indeksi ve 𝐻𝑀(𝐺) hyper-Zagreb indeksi üzerine etkisi 

çalışılmıştır.  
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2.  Kenar eklemenin indirgenmiş ikinci Zagreb indeks ve hyper-Zagreb indeksine 

etkisi 

 

Bu bölümde verilen bir G grafına yeni bir kenar eklemenin 𝑅𝑀2(𝐺) ve 𝐻𝑀(𝐺) 

indekslerine etkisi elde edilmiştir. Bu kenar grafa üç şekilde eklenebilir: pendant köşeye 

bir pendant kenar olarak, derecesi 1’den büyük köşeye yeni bir pendant kenar olarak ya 

da var olan ve komşu olmayan iki köşeyi birleştirerek. 

 

İlk olarak çok kullanışlı bir durum olan G’nin u köşesinin pendant köşe olması durumu 

ele alınmıştır:  

 

Teorem 1. G, en az üç köşesi olan basit bağlantılı bir graf olsun. u bir pendant köşe ise 

v, u’nun tek komşusu olmak üzere u’ya yeni bir pendant kenar eklemek indirgenmiş ikinci 

Zagreb indeksi 𝑑𝑣 − 1 kadar, hyper-Zagreb indeksi ise 4 arttırır. 

 

İspat. Şekil 1’de olduğu gibi u, G’nin bir pendant köşesi ve v de u’nun 𝑑𝑣 dereceli tek 

komşusu olsun. O halde  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 1. u pendant köşesine bir pendant kenar ekleme. 

 

𝑅𝑀2(𝐺) = ∑ (𝑑𝑢 − 1)(𝑑𝑣 − 1)

𝑢𝑣∈𝐸(𝐺)

 

                = (𝑑𝑢 − 1)(𝑑𝑣 − 1) + ∑ (𝑑𝑟 − 1)(𝑑𝑠 − 1)

𝑟𝑠∈𝐸(𝐺),𝑟,𝑠≠𝑢

 

                = ∑ (𝑑𝑟 − 1)

𝑟𝑠∈𝐸(𝐺),𝑟,𝑠≠𝑢

(𝑑𝑠 − 1)                                                                              (3) 

 

dir. G’ye u köşesinden yeni bir kenar eklemek u’nun derecesini 1 arttıracağından 

 

𝑅𝑀2(𝐺 + 𝑒) = (𝑑𝑣 − 1)(2 − 1) + (2 − 1)(1 − 1) + ∑ (𝑑𝑟 − 1)

𝑟𝑠∈𝐸(𝐺),𝑟,𝑠≠𝑢

(𝑑𝑠 − 1) 

                        = (𝑑𝑣 − 1) + ∑ (𝑑𝑟 − 1)

𝑟𝑠∈𝐸(𝐺),𝑟,𝑠≠𝑢

(𝑑𝑠 − 1)                                                (4) 

 

olur. Böylece istenilen sonuç elde edilir. 𝐻𝑀(𝐺) indeksi için 

 

𝐻𝑀(𝐺) = ∑ (𝑑𝑢 + 𝑑𝑣)2

𝑢𝑣∈𝐸(𝐺)

 

𝑣 
𝑢 𝑣 𝑤 

𝑢 
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                = (𝑑𝑣 + 1)2 + ∑ (𝑑𝑟 + 𝑑𝑠)2

𝑟𝑠∈𝐸(𝐺),𝑟,𝑠≠𝑢

                                                                  (5) 

 ve buradan da  

 

𝐻𝑀(𝐺 + 𝑒) = ∑ (𝑑𝑢 + 𝑑𝑣)2

𝑢𝑣∈𝐸(𝐺+𝑒)

 

                      = (𝑑𝑣 + 1)2 + 4 + ∑ (𝑑𝑟 − 1)

𝑟𝑠∈𝐸(𝐺),𝑟,𝑠≠𝑢

(𝑑𝑠 − 1)                                        (6) 

 

elde edilir. O halde 

 

𝐻𝑀(𝐺 + 𝑒) − 𝐻𝑀(𝐺) = 4               (7) 

 

olur. Böylece ispat tamamlanır. ◻ 

 

İkinci olarak G’nin derecesi 1’den büyük olan bir u köşesine kenar ekleme durumu 

incelenmiştir: 

 

Teorem 2. G, en az üç köşesi olan basit bağlantılı bir graf olsun. Derecesi 𝑑𝑢 = 𝑡 > 1 

olan 𝑢 köşesinin komşuları 𝑣1, 𝑣2, ⋯ , 𝑣𝑡 ve dereceleri sırasıyla 𝑑𝑣1
, 𝑑𝑣2

, ⋯ , 𝑑𝑣𝑡
 olsun. O 

halde 𝑢 köşesine yeni bir 𝑒 pendant kenarı eklendiğinde 

 

  𝑅𝑀2(𝐺 + 𝑒) − 𝑅𝑀2(𝐺) = 𝛿𝐺(𝑢) +
𝑡(𝑡+1)

2
                       (8) 

 

ve 

 

𝐻𝑀(𝐺) = 2𝛿𝐺(𝑢) + (𝑡 + 1)2 +
𝑡(𝑡 + 1)(2𝑡 + 1)

2
                                                              (9) 

 

olur. 

 

İspat. 𝑑𝑢 = 𝑡 olduğundan 

 

𝑅𝑀2(𝐺) = ∑ (𝑑𝑢 − 1)

𝑢𝑣∈𝐸(𝐺)

(𝑑𝑣 − 1) 

                = (𝑡 − 1) ∑(𝑑𝑣𝑖
− 1)

𝑡

𝑖=1

+ ∑ (𝑑𝑟 − 1)

𝑟𝑠∈𝐸(𝐺),𝑟,𝑠≠𝑢

(𝑑𝑠 − 1)                                (10) 

 

olur. Eğer 𝑒 = 𝑢𝑤 olmak üzere 𝐺 + 𝑒 grafı göz önüne alınırsa 𝑑𝐺+𝑒(𝑢) = 𝑡 + 1 ve 

𝑑𝐺+𝑒(𝑤) = 1 olduğundan 

 

𝑅𝑀2(𝐺 + 𝑒) = ∑ (𝑑𝑢 − 1)

𝑢𝑣∈𝐸(𝐺+𝑒)

(𝑑𝑣 − 1) 

                         = 𝑡 ∑(𝑑𝑣𝑖
− 1)

𝑡

𝑖=1

+ ∑ (𝑑𝑟 − 1)

𝑟𝑠∈𝐸(𝐺),𝑟,𝑠≠𝑢

(𝑑𝑠 − 1)                                  (11) 
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olur ve böylece 

 

𝑅𝑀2(𝐺 + 𝑒) − 𝑅𝑀2(𝐺) = 𝛿𝐺(𝑢) +
𝑡(𝑡 + 1)

2
                                                                     (12) 

 

elde edilir. 𝐻𝑀(𝐺) indeksi için 

 

𝐻𝑀(𝐺) = ∑ (𝑑𝑢 + 𝑑𝑣)2

𝑢𝑣∈𝐸(𝐺)

 

               = ∑(𝑡 + 𝑑𝑣𝑖
)

2
𝑡

𝑖=1

+ ∑ (𝑑𝑟 + 𝑑𝑠)2

𝑟𝑠∈𝐸(𝐺),𝑟,𝑠≠𝑢

                                                          (13) 

 

ve buradan da 

𝐻𝑀(𝐺 + 𝑒) = (𝑡 + 1)2 + ∑(𝑡 + 1 + 𝑑𝑣𝑖
)

2
𝑡

𝑖=1

+ ∑ (𝑑𝑟 − 1)

𝑟𝑠∈𝐸(𝐺),𝑟,𝑠≠𝑢

(𝑑𝑠 − 1)
   (14) 

olur. Böylece istenilen sonuç elde edilir. ◻ 

  

Son olarak, 𝐺’nin komşu olmayan iki köşesini birleştirerek eklenen kenarın 𝑅𝑀2(𝐺) ve 

HM(G) indeksine etkisi göz önüne alınacaktır: 

 

Teorem 3. G, en az üç köşesi olan basit bağlantılı bir graf ve 𝑢 and 𝑣 G’de komşu 

olmayan 𝑑𝑢 = 𝑡 ve 𝑑𝑣 = 𝑘 dereceli iki köşe olsun. Eğer G’ye yeni bir 𝑒 = 𝑢𝑣 kenarı 

eklenirse 

 

𝑅𝑀2(𝐺 + 𝑒) − 𝑅𝑀2(𝐺) = 𝛿𝐺(𝑢) + 𝛿𝐺(𝑣) −
𝑡(𝑡+1)

2
−

𝑘(𝑘+1)

2
                                        (15)   

 

ve 

 

𝐻𝑀(𝐺 + 𝑒) − 𝐻𝑀(𝐺) = 2(𝛿𝐺(𝑢) + 𝛿𝐺(𝑣)) +
𝑡(𝑡+1)(2𝑡+1)

2
−

𝑘(𝑘+1)(2𝑘+1)

2
                (16) 

 

olur.  

 

İspat. u’nun t tane komşusu 𝑧1, 𝑧2, ⋯ , 𝑧𝑡 ve dereceleri 𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑡, v’nin k tane komşusu 

𝑤1, 𝑤2, ⋯ , 𝑤𝑘 ve dereceleri de 𝑏1, 𝑏2, ⋯ , 𝑏𝑘 olsun. 𝑅𝑀2(𝐺) indeksin tanımından  

 

𝑅𝑀2(𝐺) = ∑(𝑑𝑢 − 1)

𝑡

𝑖=1

(𝑑𝑧𝑖
− 1) + ∑(𝑑𝑣 − 1)

𝑘

𝑗=1

(𝑑𝑤𝑗
− 1)

+ ∑ (𝑑𝑟 − 1)

𝑟𝑠∈𝐸(𝐺),𝑟,𝑠≠𝑢𝑣

(𝑑𝑠 − 1) 

                   = (𝑡 − 1) ∑(𝑎𝑖 − 1)

𝑡

𝑖=1

+ (𝑘 − 1) ∑(𝑏𝑗 − 1)

𝑘

𝑗=1

+ ∑ (𝑑𝑟 − 1)

𝑟𝑠∈𝐸(𝐺),𝑟,𝑠≠𝑢,𝑣

(𝑑𝑠 − 1)                                                              (17) 
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elde edilir. Eğer u ve v köşeleri yeni bir 𝑒 = 𝑢𝑣 kenarı ile birleştirilirse 

 

𝑅𝑀2(𝐺 + 𝑒) = 𝑡 ∑(𝑎𝑖 − 1)

𝑡

𝑖=1

+ 𝑘 ∑(𝑏𝑗 − 1)

𝑘

𝑗=1

+ ∑ (𝑑𝑟 − 1)

𝑟𝑠∈𝐸(𝐺),𝑟,𝑠≠𝑢

(𝑑𝑠 − 1)       (18) 

 

olur. Buradan da 

 

𝑅𝑀2(𝐺 + 𝑒) − 𝑅𝑀2(𝐺) = ∑(𝑎𝑖 − 1)

𝑡

𝑖=1

+ ∑(𝑏𝑗 − 1)

𝑘

𝑗=1

 

                                             = 𝛿𝐺(𝑢) + 𝛿𝐺(𝑣) −
𝑡(𝑡 + 1)

2
−

𝑘(𝑘 + 1)

2
                              (19) 

 

 elde edilir. 𝐻𝑀(𝐺) indeks için ispat 𝑅𝑀2(𝐺)’nin ispatına benzer şekilde yapılır. ◻ 

 

 

3.  Sonuçlar 

 

Kenar ve/veya köşe ekleme/silme işlemi ilk graftan elde edilen yeni grafla ilgili bilgileri 

elde etmede kullanılan yaygın bir yöntemdir. Bir kenar ya da köşe eklendiğinde ya da 

silindiğinde grafın herhangi bir parametresinin değişimi biliniyorsa, bu işlemi art arda 

uygulamak ve ilk grafın aynı parametresi cinsinden büyük olan grafın gerekli 

parametresini bulmak mümkündür.  

 

Bu çalışmada, verilen bir grafa kenar eklemenin indirgenmiş ikinci Zagreb indeksi ve 

hyper-Zagreb indeksi üzerine etkisi incelenmiştir.  
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