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Oz

Cogu bilim dalindaki ~matematiksel ~modellemelerde diferansiyel denklemler
kullamlmaktadwr. Ancak genelde kullanilan adi, kismi ve kesirli mertebeden diferansiyel
denklemlerin kullanimi yerine bu ¢alismada daha kapsamli bir diferansiyel denklem olan
dagilimli (distributed) mertebeden diferansiyel denklem ele alinmistir. Bu ¢alismada
dagilimli mertebeden diferansiyel denklem yardimi ile epidemik model olan SVIR
(Susceptible, Vaccinated, Infectious, Recovered) modeli tanimlanmis ve niimerik ¢oziimii
standart olmayan sonlu fark metodu (NSFD) ile arastirilmigtir. Bulasict hastaliklarin
incelenmesinde kullanilan bu model ayni zamanda i¢inde barindirdigi V terimi ile
hastalik evresinde agilamanmin etkisini ve gelisimini ortaya koymaktadir. Dagilimli
mertebeden diferansiyel denklemlerin kullaniimasinda ki temel diisiince hem bu tip
denklemlerin bir nevi adi ve kesirli diferansiyel denklemlerin genel hali olmast hem de
icinde tammlanan yogunluk fonksiyonu ile farkli durumlar hakkinda tek bir denklem ile
yorum yapilabilmesindendir. SVIR modelinin niimerik ¢oziimii ve analizi ¢alisma
icerisinde yapilmis Ve sonrasinda ayriklagtirilmis sisteme ait kararlilik analizi ifade
edilmistir. Bu calismalar neticesinde dagilimli mertebeden modellemenin bu tip epidemik
modellemelerde kullaniminin miimkiin oldugu goriilmiistiir.

Anahtar kelimeler: Dagilimli mertebeden diferansiyel denklemler, SVIR epidemik model,
asilama.
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Numerical analysis of distributed order SVIR model by
nonstandard finite difference method

Abstract

Differential equations are used in mathematical modelling in many disciplines of science.
In this study, distributed order differential equations which are more comprehensive are
considered instead of the ordinary, partial and fractional order differential equations.
SVIR (Susceptible, Vaccinated, Infectious, Recovered) model which is an epidemic model
is defined with the help of distributed order differential equation and numerical solution
Is investigated by (NSFD). The model used in examination of contagious disease exhibits
the effect and improvement of vaccination with the term V. The basic idea of the usage
of distributed order differential equations is that these kinds of differential equations are
the general case of ordinary and partial differential equations in some way and these
equations leads to make interpretation with an only equation about different cases with
the help of the intensity function included. Numerical solution and analysis of SVIR model
are done in the study and later on, stability analysis of the discrete system is presented.
In consequence of these studies, it is seen that the usage of the distributed order modelling
Is possible for this kind of epidemic modelling.

Keywords: Distributed order differential equations, SVIR epidemic model, vaccination.

1. Giris

Asilama bilindigi tizere kizamik, tetanos, tiiberkiiloz gibi birgok hastaligi kontrol altina
almak i¢in kullanilan bir yontemdir. Bu nedenden dolay1 da ¢6ziimiin farkli evrelerde ve
durumlarda etkisini bilmek olduk¢a 6nemlidir.

Bulasici hastaliklara ait modelleme ilk olarak Kermack ve Mckendrick tarafindan ortaya
konmustur. Bu c¢alismada Kermack ve Mckendrick total popiilasyonu SIR (duyarls,
enfekte, iyilesmis) seklinde ele almistir [1]. Sonrasinda farkli epidemik modeller igin
farkli modellemeler kullanilmistir. Liu vd. ise ¢alismasinda epidemik modellere asi
stratejilerini de ekleyerek SVIR modelinin olusturmustur [2]. Daha sonra bu tip asilama
modelinin ¢dziimii ve analizi hakkinda gesitli ¢alismalar yapilmistir. Ornegin, Kribs ve
Velasco ¢alismalarinda ¢oklu epidemik modellerde basit as1 modelini ele alip ¢6ziimiinii
arastirmiglardir [3]. Alexander vd. ise gribin bulagsma aninda olusan dinamikleri i¢in bir
astlama modeli tizerinde ¢alismiglardir [4]. Bir diger ¢alismada ise Li vd. asilama ile
epidemik modellerde kararlilik analizi konusunu ele almiglardir [5].

Dagilimli mertebeden diferansiyel denklemler son senelerde olduk¢a 6nem kazanan bir
alan olmustur. Ciinkii dagilimli mertebeden diferansiyel denklemler i¢inde barindirdig:
yogunluk fonksiyonu ile adi ve kesirli mertebeden diferansiyel denklemler i¢in de bir nevi
¢Oziim olusturmaktadir. Sadece bu tip denklemlerin genel hali olmasi nedeniyle degil,
yogunluk fonksiyonunun farkli se¢imi ile rahatlikla farkli durumlarda ¢6ziimiin nasil

PR

degistigi goriilebilmektedir.

Endemik modellerin farkli evrelerinde duyarli, iyilesmis veya enfekte bireyler lizerinde
hastaligin gelisim durumunun Onceden bilinmesi bireylerin hastalifa karst verecegi
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tepkiyi 6lgmede oldukca 6nemlidir. Dagilimli mertebeden diferansiyel denklemlerde tam
olarak tek bir denklem ile farkli evreler hakkinda bilgi vereceginden modelin bu tip
diferansiyel denklemlerle ele alinmasi istenen yorum kabiliyetini saglamaktadir. Bu
yorum kabiliyeti ihtiyacindan dolay1 as1 modeli bu tip diferansiyel denklemler ile ele
alimmustir.

Bu ¢alisma i¢in, as1 stratejilerine ait Liu vd. [2] tarafindan olusturulmus modelin dagilimli
mertebeden hali agagidaki sekilde tanimlanmistir.

DI@s(t) = a — aS(t) — bS(H)I(t) — cS(¢)

D@V (t) = cS(t) — AV (D)I(t) — eV (t) — aV (t) 1)
DI@1(t) = bS(DI() + AV (£)I(t) — fI(t) — al (1)

DIOR(t) = eV (t) + fI(t) — aR(t)

Burada

S(t): Duyarli bireylerin zamana bagl yogunluk fonksiyonu,

V(t): Asilama periyodunda baglayan asilarin zamana bagli yogunluk fonksiyonu,
1(t): Enfekte olmus bireylerin zamana bagli yogunluk fonksiyonu,

R(t): lyilesmis bireylerin yogunluk fonksiyonu

olarak sembolize edilmistir.

Burada, a popiilasyonun iyilesme ve dogal 6liim orani iken b ise duyarli ve enfekte
bireyler arasindaki gecis katsayisidir. ¢ parametresi ise duyarli bireylerin asilama
siirecine gegcme orani olarak tanimlanmistir. Asilananlarin bagisiklik kazanmadan 6nce
enfekte Kisilerle temas ettiginde hastaligin bulasma oran1 d ifadesi ile tanimlanmustir.
Asilananlarin iyilesmis popiilasyona gegme orani e iken, f ise enfekte bireylerin iyilesme
oranidir.

Epidemik bir model olan SVIR modelinde de bu tip dagilimli mertebeden diferansiyel
denklemlerin kullanimi ¢6ziimiin farkli asamalarinda yorum kisminda oldukg¢a kolaylik
saglamaktadir. SVIR modelinin ¢oziimii ise igerisinde bulundurdugu V yogunluk
fonksiyonu nedeniyle dikkat ¢ekicidir. Cilinkii bu yogunluk fonksiyonu asilama evresinde
ki takip icin kullanilmaktadir.

Yeni tanimlanan ve lineer olmayan (1) sistemi igerisinde bulunan dagilimli mertebeden
tiirev kavrami ise ilk defa Caputo tarafindan tanimlanmis ve sonrasinda da yine Caputo
bu konu hakkinda farkli ¢aligmalar ile kullanim alanin1 genisletmistir [6-9]. Hartley ve
Lorenzo ise siirekli dagilimli mertebeden diferansiyel denklemleri kesirli sistemlerin
¢oziimiinde kullanmistir [10]. Bagley ve Torvik ¢alismalarinda bu tip denklemlerin
¢Ozimiini ve varligini aragtirmistir [11,12].

Farkli alanlarda kullanimi1 ile olduk¢a yaygin hale gelen dagilimli mertebeden
diferansiyel denklemlerin varlik ve tekligine ait ¢alisma Ford ve Morgado tarafindan
ortaya konmustur [13]. Niimerik ¢oziimler ile ilgili ise Diethelm ve Ford, Katsikadelis,
Li ve Wu gibi yazarlarin ¢aligmalar1 olmustur [14-16]. Son olarak bu tip denklemlerin
kararlilik analizi ile ilgili Aminiknah vd., Najafi vd. ve Refahi vd.’nin calismalar1
bulunmaktadir [17-19].
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Bu makalede oncelikle 2. Bolimde dagilimli mertebeden diferansiyel denklemler igin
temel tanim ve teoremlere yer verilmistir. Ek olarak yine bu béliimde modelin niimerik
¢Oziimii arastirilirken ayriklagtirma igin kullanilacak olan NSFD metoduna ait baz1 6zet
bilgiler bulunmaktadir. 3. Boliimde ise, tanimlanan bu yeni tip dagilimli mertebeden
SVIR modeline ait ayriklagtirma NSFD metodu yardimi ile yapilmistir. Kararlilik analizi
ile gerekli bilgiler yine bu boliimde verilip sonrasinda ayriklastirilmig sistemin kararlilik
analizine yapilmistir. Ayriklastirilmasi yapilan sisteme ait niimerik simiilasyonlar ve
parametre degerleri ile birlikte kararlilik analizi 4. Boliimde yapilmistir. 5. ve son
boliimde ise elde edilen bilgiler 1s18inda sonuglarin degerlendirmesi yer almaktadir.

2. Bazi temel tanmimlar

Dagilimli mertebeden diferansiyel denklemler i¢in en Onemli ifadelerden biri de
kesinlikle kesirli mertebeden tiirevlerdir. Bu nedenle ilk olarak bazi kesirli tlirev
tanimlari, sonrasinda ise dagilimli mertebeden tiirev ve ayriklastirma igin kullanilacak
NSFD yontemi hakkinda temel bazi tanimlar yer alacaktir. Boliimde deginilen konulara
ait detayl bilgiler i¢in [6,9,20-27] kaynaklarinin incelenmesi faydal1 olacaktir.

Tanim 2.1: a mertebeden kesirli Caputo tiirevi,

« f™(2)
DCf(t) = CZ) f (t — 2)%- n+1

seklinde tanmimlanir. Burada, n e Ntigcin n— 1 < @ < n olmak tzere f(t), [a,b]
araliginda integrallenebilir bir fonksiyon ve I'(.) ise Gamma fonksiyonudur [27].

Tamm 2.2:neN* igin n—1<a<n olmak izere g¢g(t), [a, b] araliginda
integrallenebilir bir fonksiyon olsun.

g™ (2)

dz
'n—a)dth fa (t — z)an+l

Dprg(t) =

seklinde a mertebeden kesirli Riemann-Liouville tiirevi tanimlanir [27].

Tamm 2.3: g®(t) fonksiyonu, kapali [a,t] araliginda siirekli ve z = 1,2,..,n+ 1
tiirevlerine sahip olsun. Bu halde n < k < n + 1 i¢in Griinwald-Letnikov kesirli tiirevi,

Dg.g(t) = lim h~ “Z( 1) ( )gce = in

seklinde tanimlanir [27].

Tamm 2.4: Dagilimli mertebeden diferansiyel denklemlerin tiirev tanimi i¢in 6ncelikle

DYOf () = f " o(@) DEf B)da

w1
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seklinde bir integral operatorii tanimlamak gerekir. Bu tanimda a € (w4, w,) olup
[“2v(a) = 1> 0 olmaldir. Operatérde tammli DFf(t) kesirli tiirev operatdrii olup
w1

yerine Caputo, Riemann-Liouville ya da Griinwald-Letnikov kullanilabilir. Operatordeki
diger 6nemli bir ifade v(a) ise dagilimli mertebeden tiirevin yogunluk fonksiyonudur.
Bu fonksiyonun secimi adi, kesirli ya da ¢cok daha farkli durumlar i¢in yorum kabiliyeti
saglamaktadir [6-8].

Tamm 2.5: Tanim (2.4) de ifade edilen integral operator ile dagilimli mertebeden
tiirevler,

DYOf@ =Y at | w@Dif@dat Y b '©
2",

n
i=1 1 j
seklinde tanimlanir [6-8].

Bu tanimlardan sonra dagilimli mertebeden diferansiyel denklemlerin yaklasik
¢oziimleri i¢in kullanilacak olan yaklasik Griinwald-Letnikov tiirev formiilii,

a
[

n
DEF© =limh=e > (=i (7) fee = b
i=0
bi¢imindedir [21]. Bu tanimda gerekli ayriklastirma ve diizenlemeler yapilirsa,

n
DEF(D) = ) pEf(tny), m=123,..
i=0

denklemi bulunur ki burada i = 1,2,3, ... i¢in pj* = (1 — HTQ) pit., v = h™%seklindedir
ve h oldukga kiiciik secilmistir [20,26].

Ayriklagtirma icin kullanilacak olan standart olmayan sonlu fark semalar: ilk olarak
Mickens tarafindan tanimlanmustir [22]. Mickens bu semalar ile klasik niimerik ¢6ziim
yontemlerindeki kararsizliklari ortadan kaldirmaya ¢alismigtir. Bu metotta uygun payda
(denominator) fonksiyonu se¢imi ile ¢ikabilecek negatif ¢oziim olasihigi ve kararsizlik
problemlerinin etkisiz hale getirilebilecegini gostermistir. Genel olarak NSFD ydntemi

icin, y: parametre olmak iizere Z—Jt' = K(y,y) bi¢cimindeki adi diferansiyel denklemi ele
alalim. Bu denklem i¢in NSFD semas1 asagidaki bi¢imdedir:

d -
ay _ Yn+1 Yn.

t >ty KO) > KQn), y(@©) - y(ts), dt ®

_p,—ph
Bu semada ¢ payda fonksiyonudur ve ¢ =% seklinde segilebilir. Payda

fonksiyonunun se¢imi i¢in [28] incelenmelidir. Payda fonksiyonu olan ¢, h adim
araligina ve denge noktasi ile hesaplanacak olan p degiskenine baglidir. Bu metot ve
Griinwald-Letnikov yaklasik tiirev formiilii ile kesirli mertebeden tiirevlere de ayni sema
uygulanabilir. Sonlu fark semalar1 ve NSFD hakkinda daha detayli bilgi i¢in [21-25,28-
32] kaynaklarina bakilabilir.
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3. Ayriklastirma ve kararhlk analizi

Bu boliimde, (1) ile tanimlanmis dagilimli mertebeden diferansiyel denklem sisteminin
yaklagik ¢oziimlerinin bulunabilmesi amaciyla ikinci boliimde ele alinan ve ayriklastirma
siirecinde gerekli olan standart olmayan sonlu fark semasi ile dagilimli mertebeden
tiirevler i¢in yaklasik Griinwald-Letnikov tiirev tanimi kullanilmistir. Ek olarak dagiliml
mertebeden diferansiyel denklemlerde oldukga fazla karsilasilan quadrature formiili
ayriklagtirma igerisinde yer almistir. Bu bilgiler 1s18inda (1) diferansiyel denklem
sisteminin son hali

v(ag)
K CX p?ksn+1—i =a—aSy41 — bSpialn — CSpia

k=1 7
v(ag)

£=1 Zk Z?:ol p?kVn+1—i =cS, — an+1In —eVp —aVuy (2)
v(ag)

£=1 Zk Z?:ol p?k1n+1—i = bSnIn+1 + anIn+1 - f1n+1 - a1n+1
v(ag)

i:l Zk ?=-I-01 p?kRn+1—i =elp+ fl, —aRyiq

seklinde olacaktir. Burada, j =1,2,3,4 ve 0<a, <1igin pg" = (@j(h))~% dir.
Standart olmayan sonlu fark gsemasi igerisinde tanimlanan denominator (payda)
fonksiyonlari, asagidaki sekilde secilmistir:

(h) e(a+c)h -1 (h) e(a+e)h -1
P T a+c » 2 T a+e
N e(a+f)h -1 N eah -1
@3( )—W, @ps(h) =
Burada
fany p?ksnﬂ—i = pgk5n+1+2?;11 piakSn+1—i = (@1 (h)) %S4 +X p?ksnﬂ—i,
a a a —_ a
pans p; Vns1-i = pOkVn+1+Z?=+11 p; Vsi-i = (@2(h) KV + 205 p; “Vn+1-is
a a a — a
Z?=+01 p; “Iny1-i = pokln+1+2?=+11 p; “Lnv1-1 = (@3(h)) akln+1+2?=+11 p; “Ins1-i,

a a

pians piakRn‘l'l—i = ngRn+1"'Z?=+11 D; “Rp+1-i = (@4 (R)) ™Ry + 215 P; “Rn+1-i»

diizenlemeleri her bir denklem i¢in yapildiktan sonra (2) sisteminde bu ifadelerin yerine

yazilmasi ve yalniz birakma isleminden sonra denklemin ayriklastirilmis olarak son
hali,

o a- H(p:*Sp + X125 0 *Sna1-0)
"= (U +a+c+bl,)
CSu—H@; ¥V + 3 %V 020
Vn+1= -a l ’
((U2) %k +a+e+dly)
a a
_H(p1 kIn + Z?:Zl p; k1n+1—i)
12 ((Us)~% + a + f — bS, — dV},)’
a a
eVn + fln - H(p1 kRn + Z?:zl p; kRn+1—L')
= ((Uy)~% + a)

©)

ITl

seklinde olur. Burada, j = 1,2,3,4 i¢in YZ_, U(Z") = H ve Zlev(gk) (p;(R) % =U;
olarak kullanilmistir.
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Teorem 3.1. Ayriklastirilmis (3) sisteminde pozitif baslangi¢ kosullart ve pozitif
parametrelerin se¢imi ile asagidaki ozellikler saglanirsa elde edilecek sonuglar pozitif
olmaktadir.

i) a > H(p;*S, + X1 0 *Snv1-0)
“) CSn > H(pfkvn + Z?:zl piakVn+1—i)
i) (Us)"™ +a+f <bS, +dV,

a

) iv) eV + fl, > H(pfkRn + Z?:zl p; “Rn+1-1)
Ispat

Pozitif baslangic kosullar1 ve pozitif parametreler secimlerine ek olarak
a=H (@} Sn+ 215 by K Sne1-0)
(U™ %k +a+c+bly)
saglanmalidir. V,, ;4 teriminin pozitifligi i¢in ayriklastirilmis halinde payda kisminin
pozitif oldugu goriildiigiinden pay kismmin negatifligi icin ¢S, > H (pf W, +

ntl pia *V.+1-;) ifadesi gerceklesmelidir. Sirasiyla elde edilen I, ; Ve R,,,; terimlerinin
pozitifligi igin ise (Us)™ +a+f <bS,+dV, ve eV, +fl, > H(p R, +
yntl plfl *R,4+1-i) ifadeleri saglandiginda pozitif baslangi¢ kosullar1 ve parametreler ile
¢ozlimler de pozitif olmaktadir.
Simdi modelin kararlilik analizi kisminda lazim olacak olan J Jacobian matrisi, (3)
ayriklastirilmis sistemi igin:

>0 olmast i¢in a> H(p;*S, + X125 p/*Sy41-1) kosulu

jiu 0 Jjiz O

J21 J2z J23 O
SSV,LR)=|". . g 4
J( ) Js1 Jz2 Jsz O “)

0 Jaz Jaz Jaa

bi¢imindedir ki burada

- —Hp"
I = (W) +a+c+bl)
(a —H(p“Su + X5 p; "Snﬂ_i))

]13 = - ((Ul)—ak +a+c+ bIn)z

. — C . _ _prk

Ja = U) ta+e+dl) ‘2T (U) % +a+e+dl)
o cSn—H(PT* VA S DV 1)

Jzz ((U)" %k +a+e+dly)? ’

((U3)™%k+a+f—bSy—dVy)? ((U3)™%k+a+f—bSy—dVy)?

a a a a
B _H(p1k1n+ ?=+21pi k1n+1—i) . _H(p1k1n+ ?=+z1 p; kln+1—i)
J31 = b y J32 = d ,

. ~Hp ¥ . e . . -Hpk
J3z = ((Uz)~%k+a+f—bSp—dVy,)’ Jaz = ((U4)_“k+a)’]43 T (U % +a)’ Jaa = (U % +a)’

Kararlilik analizini arastiracagimiz denge noktasini bulmak igin,

a a
a—H(P1k5n+ ?=+21Pi K Sm1-1)
=5, %)

((U1)~%k+a+c+bly)
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a
CSp— H(plkVn+Z +21p kVn+1 l)

((Uy) %k +a+e+dly) n (6)
_H(ptlzkln+2?+21p k1n+1 l) (7)
((U3)"%k+a+f—bSp—dVy) "
eVn+fIn_H(p;ZkRTl {H-le kRn+1 l) Rn (8)

(U™ +a)

sisteminin ¢dziilmesi gereklidir. Ik olarak (7) denkleminin ¢oziimii arastirildiginda
pozitif parametreler nedeniyle ¢6ziimiin ancak I, =0 durumunda saglanacagl
gorulmektedlr Elde edilen bu bilgi ile (5) denkleminde gerekli diizenlemeler ile S,

bi¢iminde bulunur. (6) denkleminde bulunan bu iki ifade yard1m1

(U % +a+c+HI M p a"
a

((Ul) k+a+c+H LT ak)
= (W) “ktate+H s pE)
eac((U1)” k+a+c+HZ?=+11p?k)

ile V, seklinde bulunur. Son olarak (8) denkleminde Ki

(U)”“k+a+e+H I} pak)

(U9~ %k+a+H X4 pik)

diizenlemeler ile R, olarak bulunur. Bu halde (3) sistemine

ait denge noktasi:

D=(S,V,LLR)
¢ a eac((Uy)™ +a+c + H X4 pf™*)
= a4 (U™ +a+c+HE ™) ((U)"* +a+e+HEH p™ )
= ((Ul)_ak +a+c+HYM! p; k) ((Uz) % +a+e+HYM! P k) (U= +a+HY? P @)

olarak hesaplanir.

Tamm 3.1: % = F(v) denkleminin yaklagik ¢6ziimii v(t;) olsun. Bu ¢oziime ait h adim

araligina gore genel niimerik semast:

Ghn(v) = Qu(Fsvp), v = v(ty) , te =to +kh ©)
T

bi¢imindedir. Burada G (v;) = (%,%, ,%) ve Qp, (F; vy) ise yaklasik ¢oziimdiir

[33,34].

Lemma 3.1. D noktas: (9) sistemine ait denge noktasi olsun. Bu halde denge noktasinin
kararli olmast icin Jacobian matrisinde yerine koyuldugunda elde edilen tiim oz
degerlerin mutlak degerleri 1 ’den kiiciik olmalidir. Aksi halde en az bir 6z degerin mutlak
degeri 1’den kiiciik degil ise denge noktasi kararli degildir. EK olarak denge noktast
kararl iken eger tiim 6z degerler sifirdan kiiciik ise denge noktasi lokal asimptotik
kararlidir [33,35].

Baz1 durumlarda karalilik analizinde 6z degerleri bulmak kolay olmamaktadir. Bu
nedenle 6z degerler i¢in bulunacak olan karakteristik denklemin katsayilar1 ile tiim A
degerlerinin mutlak degerlerinin 1°den kii¢lik olup-olmayacagi belirlenebilir. Bunun i¢in

Schur-Cohn testi karakteristik denklemin katsayilar1 yardimi ile uygulanir. Bu test igin

P(A) =t A"+t AV T+ 5,22+ 1A+t
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karakteristik polinomunu ele alalim. Bu katsayilar ile t,, > 0 olmak iizere,

S2,0 Son—1-i
S3; = det (SZn—l iy ) i=01..,n—2
Sn—-1,0 Sn-1,3-i
s =det( : : ) i =012
ni Sn-1,3  Sn-1,i /’ Y

ifadeleri tanimlansin.

Schur-Cohn testine gore tiim 6z degerlerin mutlak degerlerinin 1°den kii¢iik olmasi igin
asagidaki kosullar saglanmalidir;

)] P(1) >0,

i) (-D"*P(-1) >0,

i) [tol <t

iV) |Si,0| > |Si,n+1—i|1 i= 2,3, e, — 1, [20,36]
Lemma 3.2. P(A) = A* + t343 + t,4% + t;4 + ty, (t, = 1) seklindeki karakteristik
denklem igin tiim oz degerlerin mutlak degerlerinin 1 den kiiciik olmasi:

i) 1+t,+t,+t, +t,>0,

i) 14tz +t,+t,+t,>0,

iii) Ito] < 1,
iv) |S2,0] > |52,3|'
V) |S3,0] > |53,2 )

ifadelerinin saglanmasi ile miimkiindiir [20,36].

Ek olarak bu tiir epidemik sistemlerde niifusun durumunu kontrol etmek amactyla sinir
kosullari olduk¢a onemlidir. Bu sebeple temel iireme sayist olarak da adlandirilan R,
sayisin1 bulmak kararlilik acgisindan gereklidir. R, sayisin1 bulmak i¢in oncelikle elde
edilen Jacobian matrisi ] = P — S formatinda iki matrisin farki olarak ifade edilir. Daha
sonra elde edilen bu matrisler ile PS™! matrisi yazilir ve determinanti elde edilirse (1)
sistemine ait temel iireme sayist;

. acd(a +e)
" cla+f)+a(-b+f+a)

seklinde bulunur [37].

Teorem 3.2. Ry > 1 i¢in asagidaki kosullarin saglanmast durumunda, (3) sisteminin D
denge noktasi lokal asimptotik kararlidir, aksi halde kararsizdir.

i) |-Hp*| < | (U) ™™ +a+c) |
i a _
i) |=Hp | < I(U) ™ +a+te)|
a

C — @x
—Hp%k —ay _ a o, wy Fk+atcrHY 5
iii) | Hp, | < |((U3) +a+f-b ((Ul)_ak+a+C+H2?=+11P?k) ((Uz)_“k+a+e+HZ?=+11p?k)) |
. « _
V) [=Hp | < (W)™ +a) |
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D olarak ifade edilmis denge noktasi (4) ile ifade edilen Jacobian matrisinde yerine

a_H(pflk o < nFL ak>
b (U +a+c+HYY!p ™)

yazilirsa;

_pr‘k
((U) %% +a+c)

c —Hpy*

((U)%* +a+c)?

c
ar (U™ +a+c+HYHp™)

a
-H
WU +a+crHEHp™) (p
—d

a
(U % +a+e+HYM ™) >

((U) % +a+e) ((U)“*+a+e)

__°
(U~ +a)

0

((Uy)~% + a + e)?

—Hp™

((Us) % +a+f—b a

a
W +atct HRTip™

(W) ™ +a+c+HIZIp™)
I
(U™ +a)

((U)~% +a+e+HY™!p™)

)

—Hp*
(U~ + a)

elde edilir. Elde edilen bu matrisin |J — AI| = 0 determinant1 kullanilarak 6z degerleri

1 = —Hp{* 1 = —Hp* Lo = —Hp{*
7 (W) +a+e) T (U) ™ +ate) 3T () +a)
_Hp“k
/14 = 1 a

C
(U) % +a+c+HYMp™) )
((U) % +a+e+HYp™)

—a — -
(Us) % +a+f—b (U +a+c+HYM}! Piak)

olarak bulunur.

Burada fark edildigi lizere A, harici diger tiim 6z degerlerin pozitif parametreler
kullanildiginda negatif oldugu asikardir. A4 icin ise R, ifadesi 1’den biiyiik kabul edilirse
yani acd(a+e) >c(a+ f)+a(—b + f + a) olursa, bu halde 1, ifadesinin paydasi
pozitif olmak durumunda kalir ve iist kismin negatif olmasindan dolay1 4, 6z degeri
negatif olarak bulunur. Tim A degerlerinin mutlak degerleri payda kisimlarinin pay
kisimlarindan daha biiyiikk olmasi gerektiginden dolay:1 belirtilen (i)-(iv) kosullarinin
saglanmasi durumunda da D denge noktasi lokal asimptotik kararhdir.

4. Niimerik simiilasyon

Bu boliimde ayriklastirilmis (3) diferansiyel denklem sistemi i¢in niimerik simiilasyonlar
verilmistir. Ek olarak D denge noktasindaki kararlilik analizi asagida verilen parametre
degerleri ile arastirilmustir. Oncelikle baslangig degerleri S(0) = 0.4, V(0) = 0.4,
1(0) = 0.2ve R(0) = 0.1 olarak alinmis ve parametrelerisea = 1,b = 15,¢c = 15,d =
10, e = 4 ve f = 2 seklinde secilmistir [37]. Bu se¢imler ile Ry = 22,272727 > 1
olarak bulunmustur. Oncelikle (3) ayriklastirilmis sisteminde bu verilerin yerlestirilmesi
ve v(a) =1, a = 0.4 ve h = 0.8 segilmesiyle sisteme ait ¢6ziim grafikleri Sekil 1°de
verilmistir. Sonrasinda farkli v(a) degerleri i¢in tiim sistemdeki fonksiyonlarin grafikleri
ayr1 ayr1 Sekil 2- Sekil 5> de gosterilmistir. Ifade edilen degerler ile denge noktasi
D (0.062499,0.937428,0,3.749891) seklinde elde edilmis ve Jacobian matrisinde bu
noktanin yerine yazilmasiyla sistemin karakteristik denklemi
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P()l) = 14 + t3A3 + tzlz + t1/1 + tO
biciminde olup buradaki katsayilar
t; = 0.012887,t, = 0.272094.107%,¢t; = 0.114651.1077 ve t, = 0.103291.107 11

olarak elde edilir. Schur-Cohn kriterine gore

i) 1+ts+t,+t,+t,=1.012191 > 0,

i) 1-ty+t,-t;+t,=0.987139 > 0,

i) |to] =0.103291.107! < 1,

V) [sg0l =1 > |sy3| = 0.114651.1077,
) s30] = 1> |[s3,]| = 0.272093.107%,

ifadeleri saglanir. Bu durumda tiim A’lar igin |A| < 1 saglandigindan D kararli bir denge
noktasidir. Ek olarak karakteristik denklemin ¢oziimii ile
A1 =-0.00012, 1, = —0.010369, 13 = —0.001993, A4 = —0.000399.

seklinde elde edilmis olup tiim 6z degerler sifirdan kiiciik oldugundan D denge noktasi
lokal asimptotik kararlidir.

2
25
2.
1_5;
1
ﬂ_5: \’
S z == = 0
%l
)
Sekil 1. v(a) = 1 i¢in SVIR sisteminin ¢6ztiim grafikleri.
voe2]
006 (a) =1
a) = 4.a —0.5
0058/ a) = 6.a +0.2
.
o5t
0 5 10 15 E) % E']

Sekil 2. Farkli v(a) degerleri i¢in S(t) fonksiyonu grafikleri.
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08 — via)
07]
06]
05]
04]
0.3]

0.2

0 I3 10 15 ) % E')

Sekil 3. Farkli v(a) degerleri igin V (t) fonksiyonu grafikleri.

0.1 — vig)=1
al=4.a —05
04406 al=6a+02
LRI
(N2
o 5 10 15 20 75 30

Sekil 4. Farkli v(a) degerleri i¢in I(t) fonksiyonu grafikleri.

vla)=1

1] e la)=4.a — 0.5

= 6.a +02
254
2
157
1]

[ 5 10 1 2 3 E)

Sekil 5. Farkli v(a) degerleri i¢in R(t) fonksiyonu grafikleri.

5. Sonug¢

Bu c¢alismada oncelikler asi1 stratejilerini de igeren epidemik bir model olan SVIR
modelinin dagilimli mertebeden hali yeni bir model olarak ifade edilmistir. Sonrasinda
yeni tanimlanan bu denklemin ayriklastirilmasi ve kararlilik analizi yapilmistir. Yapilan
bu caligmalarla ilgili de son olarak 4. Boliimde niimerik simiilasyonlar verilmistir. Elde
edilen bulgular 15181nda dagilimli mertebeden diferansiyel denklemlerin bu tip epidemik
modellerde kullanilmasinin olduk¢a ©6nemli oldugu goriilmistiir. Ciinkii dagiliml
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mertebeden denklemlerin igerdigi v(a) degeri ile yorum ve analiz kisminda tek bir
denklemle birden fazla denklem tipine ait yorum kabiliyeti gelistirildigi goriilmiistiir. Bu
calisma ile dagilimli mertebeden diferansiyel denklemlerin niimerik ¢oziimleri igin NSFD
semalar1 ile ayriklastirma isleminin yapilmasinin ve ¢oziimlerin kararlilik analizinin
miimkiin oldugu gorilmiistiir.
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