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Öz 

 

Çoğu bilim dalındaki matematiksel modellemelerde diferansiyel denklemler 

kullanılmaktadır. Ancak genelde kullanılan adi, kısmi ve kesirli mertebeden diferansiyel 

denklemlerin kullanımı yerine bu çalışmada daha kapsamlı bir diferansiyel denklem olan 

dağılımlı (distributed) mertebeden diferansiyel denklem ele alınmıştır. Bu çalışmada 

dağılımlı mertebeden diferansiyel denklem yardımı ile epidemik model olan SVIR 

(Susceptible, Vaccinated, Infectious, Recovered) modeli tanımlanmış ve nümerik çözümü 

standart olmayan sonlu fark metodu (NSFD) ile araştırılmıştır. Bulaşıcı hastalıkların 

incelenmesinde kullanılan bu model aynı zamanda içinde barındırdığı V terimi ile 

hastalık evresinde aşılamanın etkisini ve gelişimini ortaya koymaktadır. Dağılımlı 

mertebeden diferansiyel denklemlerin kullanılmasında ki temel düşünce hem bu tip 

denklemlerin bir nevi adi ve kesirli diferansiyel denklemlerin genel hali olması hem de 

içinde tanımlanan yoğunluk fonksiyonu ile farklı durumlar hakkında tek bir denklem ile 

yorum yapılabilmesindendir. SVIR modelinin nümerik çözümü ve analizi çalışma 

içerisinde yapılmış ve sonrasında ayrıklaştırılmış sisteme ait kararlılık analizi ifade 

edilmiştir. Bu çalışmalar neticesinde dağılımlı mertebeden modellemenin bu tip epidemik 

modellemelerde kullanımının mümkün olduğu görülmüştür. 

 

Anahtar kelimeler: Dağılımlı mertebeden diferansiyel denklemler, SVIR epidemik model, 

aşılama. 
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Numerical analysis of distributed order SVIR model by 

nonstandard finite difference method 
 

 

Abstract 

 

Differential equations are used in mathematical modelling in many disciplines of science.  

In this study, distributed order differential equations which are more comprehensive are 

considered instead of the ordinary, partial and fractional order differential equations. 

SVIR (Susceptible, Vaccinated, Infectious, Recovered) model which is an epidemic model 

is defined with the help of distributed order differential equation and numerical solution 

is investigated by (NSFD). The model used in examination of contagious disease exhibits 

the effect and improvement of vaccination with the term V.  The basic idea of the usage 

of distributed order differential equations is that these kinds of differential equations are 

the general case of ordinary and partial differential equations in some way and these 

equations leads to make interpretation with an only equation about different cases with 

the help of the intensity function included.  Numerical solution and analysis of SVIR model 

are done in the study and later on, stability analysis of the discrete system is presented.  

In consequence of these studies, it is seen that the usage of the distributed order modelling 

is possible for this kind of epidemic modelling. 

 

Keywords: Distributed order differential equations, SVIR epidemic model, vaccination. 

 

 

1. Giriş 

 

Aşılama bilindiği üzere kızamık, tetanos, tüberküloz gibi birçok hastalığı kontrol altına 

almak için kullanılan bir yöntemdir.  Bu nedenden dolayı da çözümün farklı evrelerde ve 

durumlarda etkisini bilmek oldukça önemlidir.  

 

Bulaşıcı hastalıklara ait modelleme ilk olarak Kermack ve Mckendrick tarafından ortaya 

konmuştur. Bu çalışmada Kermack ve Mckendrick total popülasyonu SIR (duyarlı, 

enfekte, iyileşmiş) şeklinde ele almıştır [1]. Sonrasında farklı epidemik modeller için 

farklı modellemeler kullanılmıştır.  Liu vd. ise çalışmasında epidemik modellere aşı 

stratejilerini de ekleyerek SVIR modelinin oluşturmuştur [2].  Daha sonra bu tip aşılama 

modelinin çözümü ve analizi hakkında çeşitli çalışmalar yapılmıştır. Örneğin, Kribs ve 

Velasco çalışmalarında çoklu epidemik modellerde basit aşı modelini ele alıp çözümünü 

araştırmışlardır [3].  Alexander vd. ise gribin bulaşma anında oluşan dinamikleri için bir 

aşılama modeli üzerinde çalışmışlardır [4].  Bir diğer çalışmada ise Li vd. aşılama ile 

epidemik modellerde kararlılık analizi konusunu ele almışlardır [5]. 

 

Dağılımlı mertebeden diferansiyel denklemler son senelerde oldukça önem kazanan bir 

alan olmuştur. Çünkü dağılımlı mertebeden diferansiyel denklemler içinde barındırdığı 

yoğunluk fonksiyonu ile adi ve kesirli mertebeden diferansiyel denklemler için de bir nevi 

çözüm oluşturmaktadır. Sadece bu tip denklemlerin genel hali olması nedeniyle değil, 

yoğunluk fonksiyonunun farklı seçimi ile rahatlıkla farklı durumlarda çözümün nasıl 

değiştiği görülebilmektedir.  

 

Endemik modellerin farklı evrelerinde duyarlı, iyileşmiş veya enfekte bireyler üzerinde 

hastalığın gelişim durumunun önceden bilinmesi bireylerin hastalığa karşı vereceği 
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tepkiyi ölçmede oldukça önemlidir.  Dağılımlı mertebeden diferansiyel denklemlerde tam 

olarak tek bir denklem ile farklı evreler hakkında bilgi vereceğinden modelin bu tip 

diferansiyel denklemlerle ele alınması istenen yorum kabiliyetini sağlamaktadır. Bu 

yorum kabiliyeti ihtiyacından dolayı aşı modeli bu tip diferansiyel denklemler ile ele 

alınmıştır. 

 

Bu çalışma için, aşı stratejilerine ait Liu vd. [2] tarafından oluşturulmuş modelin dağılımlı 

mertebeden hali aşağıdaki şekilde tanımlanmıştır. 

 

 

𝐷𝑡
𝑣(𝛼)𝑆(𝑡) = 𝑎 − 𝑎𝑆(𝑡) − 𝑏𝑆(𝑡)𝐼(𝑡) − 𝑐𝑆(𝑡) 

𝐷𝑡
𝑣(𝛼)𝑉(𝑡) = 𝑐𝑆(𝑡) − 𝑑𝑉(𝑡)𝐼(𝑡) − 𝑒𝑉(𝑡) − 𝑎𝑉(𝑡)                                                       (1) 

𝐷𝑡
𝑣(𝛼)𝐼(𝑡) = 𝑏𝑆(𝑡)𝐼(𝑡) + 𝑑𝑉(𝑡)𝐼(𝑡) − 𝑓𝐼(𝑡) − 𝑎𝐼(𝑡) 

𝐷𝑡
𝑣(𝛼)𝑅(𝑡) = 𝑒𝑉(𝑡) + 𝑓𝐼(𝑡) − 𝑎𝑅(𝑡) 

 

Burada  

𝑆(𝑡): Duyarlı bireylerin zamana bağlı yoğunluk fonksiyonu, 

𝑉(𝑡): Aşılama periyodunda başlayan aşıların zamana bağlı yoğunluk fonksiyonu, 

𝐼(𝑡): Enfekte olmuş bireylerin zamana bağlı yoğunluk fonksiyonu, 

𝑅(𝑡): İyileşmiş bireylerin yoğunluk fonksiyonu 

olarak sembolize edilmiştir. 

 

Burada, 𝑎 popülasyonun iyileşme ve doğal ölüm oranı iken 𝑏 ise duyarlı ve enfekte 

bireyler arasındaki geçiş katsayısıdır.  𝑐 parametresi ise duyarlı bireylerin aşılama 

sürecine geçme oranı olarak tanımlanmıştır. Aşılananların bağışıklık kazanmadan önce 

enfekte kişilerle temas ettiğinde hastalığın bulaşma oranı 𝑑 ifadesi ile tanımlanmıştır. 

Aşılananların iyileşmiş popülasyona geçme oranı 𝑒 iken, 𝑓 ise enfekte bireylerin iyileşme 

oranıdır.  

 

Epidemik bir model olan SVIR modelinde de bu tip dağılımlı mertebeden diferansiyel 

denklemlerin kullanımı çözümün farklı aşamalarında yorum kısmında oldukça kolaylık 

sağlamaktadır. SVIR modelinin çözümü ise içerisinde bulundurduğu V yoğunluk 

fonksiyonu nedeniyle dikkat çekicidir. Çünkü bu yoğunluk fonksiyonu aşılama evresinde 

ki takip için kullanılmaktadır. 

 

Yeni tanımlanan ve lineer olmayan (1) sistemi içerisinde bulunan dağılımlı mertebeden 

türev kavramı ise ilk defa Caputo tarafından tanımlanmış ve sonrasında da yine Caputo 

bu konu hakkında farklı çalışmalar ile kullanım alanını genişletmiştir [6-9].  Hartley ve 

Lorenzo ise sürekli dağılımlı mertebeden diferansiyel denklemleri kesirli sistemlerin 

çözümünde kullanmıştır [10].  Bagley ve Torvik çalışmalarında bu tip denklemlerin 

çözümünü ve varlığını araştırmıştır [11,12]. 

 

Farklı alanlarda kullanımı ile oldukça yaygın hale gelen dağılımlı mertebeden 

diferansiyel denklemlerin varlık ve tekliğine ait çalışma Ford ve Morgado tarafından 

ortaya konmuştur [13]. Nümerik çözümler ile ilgili ise Diethelm ve Ford, Katsikadelis, 

Li ve Wu gibi yazarların çalışmaları olmuştur [14-16]. Son olarak bu tip denklemlerin 

kararlılık analizi ile ilgili Aminiknah vd., Najafi vd. ve Refahi vd.’nin çalışmaları 

bulunmaktadır [17-19].  
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Bu makalede öncelikle 2. Bölümde dağılımlı mertebeden diferansiyel denklemler için 

temel tanım ve teoremlere yer verilmiştir.  Ek olarak yine bu bölümde modelin nümerik 

çözümü araştırılırken ayrıklaştırma için kullanılacak olan NSFD metoduna ait bazı özet 

bilgiler bulunmaktadır.  3. Bölümde ise, tanımlanan bu yeni tip dağılımlı mertebeden 

SVIR modeline ait ayrıklaştırma NSFD metodu yardımı ile yapılmıştır.  Kararlılık analizi 

ile gerekli bilgiler yine bu bölümde verilip sonrasında ayrıklaştırılmış sistemin kararlılık 

analizine yapılmıştır.  Ayrıklaştırılması yapılan sisteme ait nümerik simülasyonlar ve 

parametre değerleri ile birlikte kararlılık analizi 4. Bölümde yapılmıştır.  5. ve son 

bölümde ise elde edilen bilgiler ışığında sonuçların değerlendirmesi yer almaktadır. 

 

 

2.  Bazı temel tanımlar 

 

Dağılımlı mertebeden diferansiyel denklemler için en önemli ifadelerden biri de 

kesinlikle kesirli mertebeden türevlerdir. Bu nedenle ilk olarak bazı kesirli türev 

tanımları, sonrasında ise dağılımlı mertebeden türev ve ayrıklaştırma için kullanılacak 

NSFD yöntemi hakkında temel bazı tanımlar yer alacaktır. Bölümde değinilen konulara 

ait detaylı bilgiler için [6,9,20-27] kaynaklarının incelenmesi faydalı olacaktır.  

 

Tanım 2.1: 𝛼 mertebeden kesirli Caputo türevi, 

 

𝐷𝐶
𝛼𝑓(𝑡) =

1

Г(𝑛 − 𝛼)
 ∫

𝑓(𝑛)(𝑧)

(𝑡 − 𝑧)𝛼−𝑛+1
𝑑𝑧

𝑡

𝛼

 

 

şeklinde tanımlanır. Burada, 𝑛 𝜖 ℕ+için   𝑛 − 1 < 𝛼 ≤ 𝑛  olmak üzere  𝑓(𝑡), [𝑎, 𝑏] 
aralığında integrallenebilir bir fonksiyon ve  Г(. ) ise Gamma fonksiyonudur [27].  

 

Tanım 2.2: 𝑛 𝜖 ℕ+ için 𝑛 − 1 < 𝛼 ≤ 𝑛  olmak üzere  𝑔(𝑡), [𝑎, 𝑏] aralığında 

integrallenebilir bir fonksiyon olsun. 

 

𝐷𝑅𝐿
𝛼 𝑔(𝑡) =

1

Г(𝑛 − 𝛼)

𝑑𝑛

𝑑𝑡𝑛
 ∫

𝑔(𝑛)(𝑧)

(𝑡 − 𝑧)𝛼−𝑛+1
𝑑𝑧

𝑡

𝛼

 

 

şeklinde  𝛼 mertebeden kesirli Riemann-Liouville türevi tanımlanır [27]. 

 

Tanım 2.3: g(z)(t) fonksiyonu, kapalı [𝑎, 𝑡] aralığında sürekli ve 𝑧 = 1,2, . . , 𝑛 + 1 

türevlerine sahip olsun. Bu halde 𝑛 < 𝑘 < 𝑛 + 1 için Grünwald-Letnikov kesirli türevi, 

 

𝐷𝐺𝐿
𝛼 𝑔(𝑡) = lim

ℎ→0
ℎ−𝛼∑(−1)𝑖 (

𝑘

𝑖
) 𝑔(𝑡 − 𝑖ℎ)

𝑛

𝑖=0

 

 

şeklinde tanımlanır [27]. 

 

Tanım 2.4: Dağılımlı mertebeden diferansiyel denklemlerin türev tanımı için öncelikle  

 

𝐷𝑡
𝑣(𝛼)𝑓(𝑡) = ∫ 𝑣(𝛼)

𝜔2

𝜔1

𝐷𝑡
𝛼𝑓(𝑡)𝑑𝛼 
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şeklinde bir integral operatörü tanımlamak gerekir. Bu tanımda 𝛼 𝜖 (𝜔1, 𝜔2) olup 

∫ 𝑣(𝛼)
𝜔2
𝜔1

= 𝑙 > 0 olmalıdır. Operatörde tanımlı 𝐷𝑡
𝛼𝑓(𝑡) kesirli türev operatörü olup 

yerine Caputo, Riemann-Liouville ya da Grünwald-Letnikov kullanılabilir. Operatördeki 

diğer önemli bir ifade  𝑣(𝛼) ise dağılımlı mertebeden türevin yoğunluk fonksiyonudur. 

Bu fonksiyonun seçimi adi, kesirli ya da çok daha farklı durumlar için yorum kabiliyeti 

sağlamaktadır [6-8].  

 

Tanım 2.5: Tanım (2.4) de ifade edilen integral operatör ile dağılımlı mertebeden 

türevler,  

 

𝐷𝑡
𝑣(𝛼)𝑓(𝑡) =∑𝛼𝑖∫ 𝑣𝑖(𝛼)

𝜔2

𝜔1

𝑛

𝑖=1

𝐷𝑡
𝑖−𝛼𝑓(𝑡)𝑑𝛼 +∑𝑏𝑗𝑓

𝑖(𝑡)

𝑛

𝑗=0

 

 

şeklinde tanımlanır [6-8]. 

 

Bu tanımlardan sonra dağılımlı mertebeden diferansiyel denklemlerin yaklaşık 

çözümleri için kullanılacak olan yaklaşık Grünwald-Letnikov türev formülü, 

 

𝐷𝐺𝐿
𝛼 𝑓(𝑡) = lim

ℎ→0
ℎ−𝛼∑(−1)𝑖 (

𝛼

𝑖
) 𝑓(𝑡 − 𝑖ℎ)

𝑛

𝑖=0

 

 

biçimindedir [21]. Bu tanımda gerekli ayrıklaştırma ve düzenlemeler yapılırsa,  

 

𝐷𝑡
𝛼𝑓(𝑡) =∑𝑝𝑖

𝛼𝑓(𝑡𝑛−𝑟),    𝑛 = 1,2,3,…

𝑛

𝑖=0

 

 

denklemi bulunur ki burada 𝑖 = 1,2,3, … için 𝑝𝑖
𝛼 = (1 −

1+𝛼

𝑖
) 𝑝𝑖−1

𝛼 , 𝑣 = ℎ−𝛼şeklindedir 

ve ℎ oldukça küçük seçilmiştir [20,26]. 

 

Ayrıklaştırma için kullanılacak olan standart olmayan sonlu fark şemaları ilk olarak 

Mickens tarafından tanımlanmıştır [22]. Mickens bu şemalar ile klasik nümerik çözüm 

yöntemlerindeki kararsızlıkları ortadan kaldırmaya çalışmıştır. Bu metotta uygun payda 

(denominatör) fonksiyonu seçimi ile çıkabilecek negatif çözüm olasılığı ve kararsızlık 

problemlerinin etkisiz hale getirilebileceğini göstermiştir. Genel olarak NSFD yöntemi 

için, 𝛾: 𝑝𝑎𝑟𝑎𝑚𝑒𝑡𝑟𝑒 olmak üzere 
𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝐾(𝛾, 𝑦) biçimindeki adi diferansiyel denklemi ele 

alalım. Bu denklem için NSFD şeması aşağıdaki biçimdedir: 

 

𝑡 → 𝑡𝑛, 𝐾(𝑦) → 𝐾(𝑦𝑛),    𝑦(𝑡) → 𝑦(𝑡𝑛),    
𝑑𝑦

𝑑𝑡
→

𝑦𝑛+1−𝑦𝑛

𝜑
. 

 

Bu şemada 𝜑 payda fonksiyonudur ve 𝜑 =
1−𝑒−𝑝ℎ

𝑝
 şeklinde seçilebilir. Payda 

fonksiyonunun seçimi için [28] incelenmelidir.  Payda fonksiyonu olan 𝜑,  ℎ adım 

aralığına ve denge noktası ile hesaplanacak olan 𝑝 değişkenine bağlıdır. Bu metot ve 

Grünwald-Letnikov yaklaşık türev formülü ile kesirli mertebeden türevlere de aynı şema 

uygulanabilir. Sonlu fark şemaları ve NSFD hakkında daha detaylı bilgi için [21-25,28-

32] kaynaklarına bakılabilir. 
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3.  Ayrıklaştırma ve kararlılık analizi 

 

Bu bölümde, (1) ile tanımlanmış dağılımlı mertebeden diferansiyel denklem sisteminin 

yaklaşık çözümlerinin bulunabilmesi amacıyla ikinci bölümde ele alınan ve ayrıklaştırma 

sürecinde gerekli olan standart olmayan sonlu fark şeması ile dağılımlı mertebeden 

türevler için yaklaşık Grünwald-Letnikov türev tanımı kullanılmıştır. Ek olarak dağılımlı 

mertebeden diferansiyel denklemlerde oldukça fazla karşılaşılan quadrature formülü 

ayrıklaştırma içerisinde yer almıştır. Bu bilgiler ışığında (1) diferansiyel denklem 

sisteminin son hali 

 

∑
𝑣(𝛼𝑘)

𝑍

𝑍
𝑘=1 ∑ 𝑝𝑖

𝛼𝑘𝑆𝑛+1−𝑖
𝑛+1
𝑖=0 = 𝑎 − 𝑎𝑆𝑛+1 − 𝑏𝑆𝑛+1𝐼𝑛 − 𝑐𝑆𝑛+1 

∑
𝑣(𝛼𝑘)

𝑍

𝑍
𝑘=1 ∑ 𝑝𝑖

𝛼𝑘𝑉𝑛+1−𝑖
𝑛+1
𝑖=0 = 𝑐𝑆𝑛 − 𝑑𝑉𝑛+1𝐼𝑛 − 𝑒𝑉𝑛+1 − 𝑎𝑉𝑛+1                                 (2) 

∑
𝑣(𝛼𝑘)

𝑍

𝑍
𝑘=1 ∑ 𝑝𝑖

𝛼𝑘𝐼𝑛+1−𝑖
𝑛+1
𝑖=0 = 𝑏𝑆𝑛𝐼𝑛+1 + 𝑑𝑉𝑛𝐼𝑛+1 − 𝑓𝐼𝑛+1 − 𝑎𝐼𝑛+1  

∑
𝑣(𝛼𝑘)

𝑍

𝑍
𝑘=1 ∑ 𝑝𝑖

𝛼𝑘𝑅𝑛+1−𝑖
𝑛+1
𝑖=0 = 𝑒𝑉𝑛 + 𝑓𝐼𝑛 − 𝑎𝑅𝑛+1  

 

şeklinde olacaktır. Burada, 𝑗 = 1,2,3,4 ve  0 < 𝛼𝑘 < 1 için  𝑝0
𝛼𝑘 = (𝜑𝑗(ℎ))

−𝛼𝑘  dir.  

Standart olmayan sonlu fark şeması içerisinde tanımlanan denominatör (payda) 

fonksiyonları, aşağıdaki şekilde seçilmiştir: 

 

𝜑1(ℎ) =
𝑒(𝑎+𝑐)ℎ − 1

𝑎 + 𝑐
,   𝜑2(ℎ) =

𝑒(𝑎+𝑒)ℎ − 1

𝑎 + 𝑒
,

𝜑3(ℎ) =
𝑒(𝑎+𝑓)ℎ − 1

𝑎 + 𝑓
,   𝜑4(ℎ) =

𝑒𝑎ℎ − 1

𝑎
.  

Burada  

 

∑ 𝑝𝑖
𝛼𝑘𝑆𝑛+1−𝑖

𝑛+1
𝑖=0 = 𝑝0

𝛼𝑘𝑆𝑛+1+∑ 𝑝𝑖
𝛼𝑘𝑆𝑛+1−𝑖

𝑛+1
𝑖=1 = (𝜑1(ℎ))

−𝛼𝑘𝑆𝑛+1+∑ 𝑝𝑖
𝛼𝑘𝑆𝑛+1−𝑖

𝑛+1
𝑖=1 , 

∑ 𝑝𝑖
𝛼𝑘𝑉𝑛+1−𝑖

𝑛+1
𝑖=0 = 𝑝0

𝛼𝑘𝑉𝑛+1+∑ 𝑝𝑖
𝛼𝑘𝑉𝑛+1−𝑖

𝑛+1
𝑖=1 = (𝜑2(ℎ))

−𝛼𝑘𝑉𝑛+1+∑ 𝑝𝑖
𝛼𝑘𝑉𝑛+1−𝑖

𝑛+1
𝑖=1 , 

∑ 𝑝𝑖
𝛼𝑘𝐼𝑛+1−𝑖

𝑛+1
𝑖=0 = 𝑝0

𝛼𝑘𝐼𝑛+1+∑ 𝑝𝑖
𝛼𝑘𝐼𝑛+1−𝑖

𝑛+1
𝑖=1 = (𝜑3(ℎ))

−𝛼𝑘𝐼𝑛+1+∑ 𝑝𝑖
𝛼𝑘𝐼𝑛+1−𝑖

𝑛+1
𝑖=1 , 

∑ 𝑝𝑖
𝛼𝑘𝑅𝑛+1−𝑖

𝑛+1
𝑖=0 = 𝑝0

𝛼𝑘𝑅𝑛+1+∑ 𝑝𝑖
𝛼𝑘𝑅𝑛+1−𝑖

𝑛+1
𝑖=1 = (𝜑4(ℎ))

−𝛼𝑘𝑅𝑛+1+∑ 𝑝𝑖
𝛼𝑘𝑅𝑛+1−𝑖

𝑛+1
𝑖=1 , 

 

düzenlemeleri her bir denklem için yapıldıktan sonra (2) sisteminde bu ifadelerin yerine 

yazılması ve yalnız bırakma işleminden sonra denklemin ayrıklaştırılmış olarak son 

hali, 

 

𝑆𝑛+1=
𝑎 − 𝐻(𝑝1

𝛼𝑘𝑆𝑛 + ∑ 𝑝𝑖
𝛼𝑘𝑆𝑛+1−𝑖

𝑛+1
𝑖=2 )

((𝑈1)
−𝛼𝑘 + 𝑎 + 𝑐 + 𝑏𝐼𝑛)

, 

𝑉𝑛+1=
𝑐𝑆𝑛−𝐻(𝑝1

𝛼𝑘𝑉𝑛+∑ 𝑝
𝑖

𝛼𝑘𝑉𝑛+1−𝑖
𝑛+1
𝑖=2 )

((𝑈2)
−𝛼𝑘+𝑎+𝑒+𝑑𝐼𝑛)

,                                                                                           (3) 

𝐼𝑛+1=
−𝐻(𝑝1

𝛼𝑘𝐼𝑛 + ∑ 𝑝𝑖
𝛼𝑘𝐼𝑛+1−𝑖

𝑛+1
𝑖=2 )

((𝑈3)
−𝛼𝑘 + 𝑎 + 𝑓 − 𝑏𝑆𝑛 − 𝑑𝑉𝑛)

, 

𝑅𝑛+1=
𝑒𝑉𝑛 + 𝑓𝐼𝑛 − 𝐻(𝑝1

𝛼𝑘𝑅𝑛 + ∑ 𝑝𝑖
𝛼𝑘𝑅𝑛+1−𝑖

𝑛+1
𝑖=2 )

((𝑈4)
−𝛼𝑘 + 𝑎)

 

 

şeklinde olur. Burada, 𝑗 = 1,2,3,4 için  ∑
𝑣(𝛼𝑘)

𝑍

𝑍
𝑘=1 = 𝐻 ve ∑

𝑣(𝛼𝑘)

𝑍

𝑍
𝑘=1  (𝜑𝑗(ℎ))

−𝛼𝑘 = 𝑈𝑗 

olarak kullanılmıştır.  
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Teorem 3.1. Ayrıklaştırılmış (3) sisteminde pozitif başlangıç koşulları ve pozitif 

parametrelerin seçimi ile aşağıdaki özellikler sağlanırsa elde edilecek sonuçlar pozitif 

olmaktadır.   

 

i) 𝑎 > 𝐻(𝑝1
𝛼𝑘𝑆𝑛 + ∑ 𝑝𝑖

𝛼𝑘𝑆𝑛+1−𝑖
𝑛+1
𝑖=2 ) 

ii) 𝑐𝑆𝑛 > 𝐻(𝑝1
𝛼𝑘𝑉𝑛 + ∑ 𝑝𝑖

𝛼𝑘𝑉𝑛+1−𝑖
𝑛+1
𝑖=2 ) 

iii) (𝑈3)
−𝛼𝑘 + 𝑎 + 𝑓 < 𝑏𝑆𝑛 + 𝑑𝑉𝑛 

iv) 𝑒𝑉𝑛 + 𝑓𝐼𝑛 > 𝐻(𝑝1
𝛼𝑘𝑅𝑛 + ∑ 𝑝𝑖

𝛼𝑘𝑅𝑛+1−𝑖
𝑛+1
𝑖=2 ) 

İspat  

 

Pozitif başlangıç koşulları ve pozitif parametreler seçimlerine ek olarak 
𝑎−𝐻(𝑝1

𝛼𝑘𝑆𝑛+∑ 𝑝
𝑖

𝛼𝑘𝑆𝑛+1−𝑖
𝑛+1
𝑖=2 )

((𝑈1)
−𝛼𝑘+𝑎+𝑐+𝑏𝐼𝑛)

> 0 olması için 𝑎 > 𝐻(𝑝1
𝛼𝑘𝑆𝑛 + ∑ 𝑝𝑖

𝛼𝑘𝑆𝑛+1−𝑖
𝑛+1
𝑖=2 ) koşulu 

sağlanmalıdır. 𝑉𝑛+1 teriminin pozitifliği için ayrıklaştırılmış halinde payda kısmının 

pozitif olduğu görüldüğünden pay kısmının negatifliği için 𝑐𝑆𝑛 > 𝐻(𝑝1
𝛼𝑘𝑉𝑛 +

∑ 𝑝𝑖
𝛼𝑘𝑉𝑛+1−𝑖

𝑛+1
𝑖=2 ) ifadesi gerçekleşmelidir. Sırasıyla elde edilen 𝐼𝑛+1 ve 𝑅𝑛+1 terimlerinin 

pozitifliği için ise (𝑈3)
−𝛼𝑘 + 𝑎 + 𝑓 < 𝑏𝑆𝑛 + 𝑑𝑉𝑛 ve  𝑒𝑉𝑛 + 𝑓𝐼𝑛 > 𝐻(𝑝1

𝛼𝑘𝑅𝑛 +

∑ 𝑝𝑖
𝛼𝑘𝑅𝑛+1−𝑖

𝑛+1
𝑖=2 ) ifadeleri sağlandığında pozitif başlangıç koşulları ve parametreler ile 

çözümler de pozitif olmaktadır. 

Şimdi modelin kararlılık analizi kısmında lazım olacak olan 𝐽 Jacobian matrisi, (3) 

ayrıklaştırılmış sistemi için: 

 

𝐽(𝑆, 𝑉, 𝐼, 𝑅) = (

𝑗11 0
𝑗21 𝑗22

𝑗13 0
𝑗23 0

 

𝑗31 𝑗32
0 𝑗42

𝑗33 0
𝑗43 𝑗44

)                                                                            (4) 

 

biçimindedir ki burada   
 

𝑗11 =
−𝐻𝑝1

𝛼𝑘

((𝑈1)
−𝛼𝑘 + 𝑎 + 𝑐 + 𝑏𝐼𝑛)

, 

 𝑗13 = −𝑏 (
𝑎 − 𝐻(𝑝1

𝛼𝑘𝑆𝑛 +∑ 𝑝𝑖
𝛼𝑘𝑆𝑛+1−𝑖

𝑛+1
𝑖=2 )

((𝑈1)
−𝛼𝑘 + 𝑎 + 𝑐 + 𝑏𝐼𝑛)

2
), 

𝑗21 =
𝑐

((𝑈2)
−𝛼𝑘 + 𝑎 + 𝑒 + 𝑑𝐼𝑛)

,     𝑗22 =
−𝐻𝑝1

𝛼𝑘

((𝑈2)
−𝛼𝑘 + 𝑎 + 𝑒 + 𝑑𝐼𝑛)

,  

𝑗23 = −𝑑 (
𝑐𝑆𝑛−𝐻(𝑝1

𝛼𝑘𝑉𝑛+∑ 𝑝
𝑖

𝛼𝑘𝑉𝑛+1−𝑖
𝑛+1
𝑖=2 )

((𝑈2)
−𝛼𝑘+𝑎+𝑒+𝑑𝐼𝑛)

2 ),  

 𝑗31 = 𝑏 (
−𝐻(𝑝1

𝛼𝑘𝐼𝑛+∑ 𝑝
𝑖

𝛼𝑘𝐼𝑛+1−𝑖
𝑛+1
𝑖=2 )

((𝑈3)
−𝛼𝑘+𝑎+𝑓−𝑏𝑆𝑛−𝑑𝑉𝑛)

2 ),  𝑗32 = 𝑑 (
−𝐻(𝑝1

𝛼𝑘𝐼𝑛+∑ 𝑝
𝑖

𝛼𝑘𝐼𝑛+1−𝑖
𝑛+1
𝑖=2 )

((𝑈3)
−𝛼𝑘+𝑎+𝑓−𝑏𝑆𝑛−𝑑𝑉𝑛)

2 ),  

𝑗33 =
−𝐻𝑝1

𝛼𝑘

((𝑈3)
−𝛼𝑘+𝑎+𝑓−𝑏𝑆𝑛−𝑑𝑉𝑛)

,     𝑗42 =
𝑒

((𝑈4)
−𝛼𝑘+𝑎)

, 𝑗43 =
𝑓

((𝑈4)
−𝛼𝑘+𝑎)

,     𝑗44 =
−𝐻𝑝1

𝛼𝑘

((𝑈4)
−𝛼𝑘+𝑎)

. 

 

Kararlılık analizini araştıracağımız denge noktasını bulmak için, 

 

𝑎−𝐻(𝑝1
𝛼𝑘𝑆𝑛+∑ 𝑝

𝑖

𝛼𝑘𝑆𝑛+1−𝑖
𝑛+1
𝑖=2 )

((𝑈1)
−𝛼𝑘+𝑎+𝑐+𝑏𝐼𝑛)

= 𝑆𝑛                                                                                   (5) 
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𝑐𝑆𝑛−𝐻(𝑝1
𝛼𝑘𝑉𝑛+∑ 𝑝

𝑖

𝛼𝑘𝑉𝑛+1−𝑖
𝑛+1
𝑖=2 )

((𝑈2)
−𝛼𝑘+𝑎+𝑒+𝑑𝐼𝑛)

= 𝑉𝑛                                                                                    (6) 

 

−𝐻(𝑝1
𝛼𝑘𝐼𝑛+∑ 𝑝

𝑖

𝛼𝑘𝐼𝑛+1−𝑖
𝑛+1
𝑖=2 )

((𝑈3)
−𝛼𝑘+𝑎+𝑓−𝑏𝑆𝑛−𝑑𝑉𝑛)

= 𝐼𝑛                                                                                       (7) 

 

  
𝑒𝑉𝑛+𝑓𝐼𝑛−𝐻(𝑝1

𝛼𝑘𝑅𝑛+∑ 𝑝
𝑖

𝛼𝑘𝑅𝑛+1−𝑖
𝑛+1
𝑖=2 )

((𝑈4)
−𝛼𝑘+𝑎)

= 𝑅𝑛                                                                          (8) 

 

sisteminin çözülmesi gereklidir. İlk olarak (7) denkleminin çözümü araştırıldığında 

pozitif parametreler nedeniyle çözümün ancak 𝐼𝑛 = 0 durumunda sağlanacağı 

görülmektedir. Elde edilen bu bilgi ile (5) denkleminde gerekli düzenlemeler ile 𝑆𝑛 =
𝑎

((𝑈1)
−𝛼𝑘+𝑎+𝑐+𝐻∑ 𝑝

𝑖

𝛼𝑘𝑛+1
𝑖=1 )

 biçiminde bulunur. (6) denkleminde bulunan bu iki ifade yardımı 

ile 𝑉𝑛 =

𝑐 𝑎

((𝑈1)
−𝛼𝑘+𝑎+𝑐+𝐻∑ 𝑝

𝑖

𝛼𝑘𝑛+1
𝑖=1 )

 

((𝑈2)
−𝛼𝑘+𝑎+𝑒+𝐻∑ 𝑝

𝑖

𝛼𝑘𝑛+1
𝑖=1 )

 şeklinde bulunur. Son olarak (8) denkleminde ki 

düzenlemeler ile 𝑅𝑛 =

𝑒𝑎𝑐((𝑈1)
−𝛼𝑘+𝑎+𝑐+𝐻∑ 𝑝

𝑖

𝛼𝑘𝑛+1
𝑖=1 )

((𝑈2)
−𝛼𝑘+𝑎+𝑒+𝐻∑ 𝑝

𝑖

𝛼𝑘𝑛+1
𝑖=1 )

((𝑈4)
−𝛼𝑘+𝑎+𝐻∑ 𝑝

𝑖

𝛼𝑘𝑛+1
𝑖=1 )

 olarak bulunur. Bu halde (3) sistemine 

ait denge noktası: 

 
𝐷 = (𝑆, 𝑉, 𝐼, 𝑅)

= (
𝑎

((𝑈1)
−𝛼𝑘 + 𝑎 + 𝑐 + 𝐻∑ 𝑝𝑖

𝛼𝑘𝑛+1
𝑖=1 )

 ,

𝑐
𝑎

((𝑈1)
−𝛼𝑘 + 𝑎 + 𝑐 + 𝐻∑ 𝑝𝑖

𝛼𝑘𝑛+1
𝑖=1 )

 

((𝑈2)
−𝛼𝑘 + 𝑎 + 𝑒 + 𝐻∑ 𝑝𝑖

𝛼𝑘𝑛+1
𝑖=1 )

, 0,

𝑒𝑎𝑐((𝑈1)
−𝛼𝑘 + 𝑎 + 𝑐 + 𝐻∑ 𝑝𝑖

𝛼𝑘𝑛+1
𝑖=1 )

((𝑈2)
−𝛼𝑘 + 𝑎 + 𝑒 + 𝐻∑ 𝑝𝑖

𝛼𝑘𝑛+1
𝑖=1 )

((𝑈4)
−𝛼𝑘 + 𝑎 + 𝐻∑ 𝑝𝑖

𝛼𝑘𝑛+1
𝑖=1 )

 ) 

 

 olarak hesaplanır. 

 

Tanım 3.1: 
𝑑𝑣

𝑑𝑡
= 𝐹(𝑣) denkleminin yaklaşık çözümü 𝑣(𝑡𝑘) olsun. Bu çözüme ait ℎ adım 

aralığına göre genel nümerik şeması: 

 

𝐺ℎ(𝑣𝑘) = 𝑄ℎ(𝐹; 𝑣𝑘),  𝑣𝑘 ≈ 𝑣(𝑡𝑘) ,    𝑡𝑘 = 𝑡0 + 𝑘ℎ                                                       (9) 

 

biçimindedir. Burada 𝐺ℎ(𝑣𝑘) ≈ (
𝑑𝑣1

𝑑𝑡
,
𝑑𝑣2

𝑑𝑡
, … ,

𝑑𝑣𝑛

𝑑𝑡
)
𝑇
 ve 𝑄ℎ(𝐹; 𝑣𝑘) ise yaklaşık çözümdür 

[33,34]. 

 

Lemma 3.1. D noktası (9) sistemine ait denge noktası olsun.  Bu halde denge noktasının 

kararlı olması için Jacobian matrisinde yerine koyulduğunda elde edilen tüm öz 

değerlerin mutlak değerleri 1’den küçük olmalıdır.  Aksi halde en az bir öz değerin mutlak 

değeri 1’den küçük değil ise denge noktası kararlı değildir.  Ek olarak denge noktası 

kararlı iken eğer tüm öz değerler sıfırdan küçük ise denge noktası lokal asimptotik 

kararlıdır [33,35].  

 

Bazı durumlarda karalılık analizinde öz değerleri bulmak kolay olmamaktadır. Bu 

nedenle öz değerler için bulunacak olan karakteristik denklemin katsayıları ile tüm 𝜆 

değerlerinin mutlak değerlerinin 1’den küçük olup-olmayacağı belirlenebilir. Bunun için 

Schur-Cohn testi karakteristik denklemin katsayıları yardımı ile uygulanır. Bu test için  

 

𝑃(𝜆) = 𝑡𝑛𝜆
𝑛 + 𝑡𝑛−1𝜆

𝑛−1 +⋯+ 𝑡2𝜆
2 + 𝑡1𝜆 + 𝑡0 
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karakteristik polinomunu ele alalım. Bu katsayılar ile 𝑡𝑛 > 0 olmak üzere, 

 

𝑠2,𝑖 = 𝑑𝑒𝑡 (
𝑡0 𝑡𝑛−𝑖
𝑡𝑛 𝑡𝑖

) , 𝑖 = 0,1, … , 𝑛 − 1. 

𝑠3,𝑖 = 𝑑𝑒𝑡 (
𝑠2,0 𝑠2,𝑛−1−𝑖
𝑠2,𝑛−1 𝑠2,𝑖

) , 𝑖 = 0,1, … , 𝑛 − 2. 

… 

𝑠𝑛,𝑖 = 𝑑𝑒𝑡 (
𝑠𝑛−1,0 𝑠𝑛−1,3−𝑖
𝑠𝑛−1,3 𝑠𝑛−1,𝑖

) , 𝑖 = 0,1,2. 

 

ifadeleri tanımlansın.   

 

Schur-Cohn testine göre tüm öz değerlerin mutlak değerlerinin 1’den küçük olması için 

aşağıdaki koşullar sağlanmalıdır; 

 

i) 𝑃(1) > 0, 
ii) (−1)𝑛𝑃(−1) > 0, 
iii) |𝑡0| < 𝑡𝑛, 

iv) |𝑠𝑖,0| > |𝑠𝑖,𝑛+1−𝑖|, 𝑖 = 2,3, … , 𝑛 − 1, [20,36]. 

Lemma 3.2.  𝑃(𝜆) = 𝜆4 + 𝑡3𝜆
3 + 𝑡2𝜆

2 + 𝑡1𝜆 + 𝑡0, (𝑡4 = 1) şeklindeki karakteristik 

denklem için tüm öz değerlerin mutlak değerlerinin 1’den küçük olması: 

i) 1 + 𝑡3 + 𝑡2 + 𝑡1 + 𝑡0 > 0, 
ii) 1 + 𝑡3 + 𝑡2 + 𝑡1 + 𝑡0 > 0, 
iii) |𝑡0| < 1, 

iv) |𝑠2,0| > |𝑠2,3|, 

v) |𝑠3,0| > |𝑠3,2|,   

ifadelerinin sağlanması ile mümkündür [20,36]. 

 

Ek olarak bu tür epidemik sistemlerde nüfusun durumunu kontrol etmek amacıyla sınır 

koşulları oldukça önemlidir. Bu sebeple temel üreme sayısı olarak da adlandırılan 𝑅0 
sayısını bulmak kararlılık açısından gereklidir. 𝑅0 sayısını bulmak için öncelikle elde 

edilen Jacobian matrisi 𝐽 = 𝑃 − 𝑆 formatında iki matrisin farkı olarak ifade edilir. Daha 

sonra elde edilen bu matrisler ile 𝑃𝑆−1 matrisi yazılır ve determinantı elde edilirse (1) 

sistemine ait temel üreme sayısı; 

 

𝑅0 =
𝑎𝑐𝑑(𝑎 + 𝑒)

𝑐(𝑎 + 𝑓) + 𝑎(−𝑏 + 𝑓 + 𝑎)
 

 

şeklinde bulunur [37].  

 

Teorem 3.2. 𝑅0 > 1 için aşağıdaki koşulların sağlanması durumunda, (3) sisteminin D 

denge noktası lokal asimptotik kararlıdır, aksi halde kararsızdır. 

 
i) |−𝐻𝑝1

𝛼𝑘| < | ((𝑈1)
−𝛼𝑘 + 𝑎 + 𝑐) | 

ii) |−𝐻𝑝1
𝛼𝑘| < |((𝑈2)

−𝛼𝑘 + 𝑎 + 𝑒) | 

iii) |−𝐻𝑝1
𝛼𝑘| < |((𝑈3)

−𝛼𝑘 + 𝑎 + 𝑓 − 𝑏
𝑎

((𝑈1)
−𝛼𝑘+𝑎+𝑐+𝐻∑ 𝑝

𝑖

𝛼𝑘𝑛+1
𝑖=1 )

 − 𝑑

𝑐
𝑎

((𝑈1)
−𝛼𝑘+𝑎+𝑐+𝐻∑ 𝑝

𝑖

𝛼𝑘𝑛+1
𝑖=1 )

 

((𝑈2)
−𝛼𝑘+𝑎+𝑒+𝐻∑ 𝑝

𝑖

𝛼𝑘𝑛+1
𝑖=1 )

) | 

iv) |−𝐻𝑝1
𝛼𝑘| < |((𝑈4)

−𝛼𝑘 + 𝑎) | 
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İspat  

 

𝐷 olarak ifade edilmiş denge noktası (4) ile ifade edilen Jacobian matrisinde yerine 

yazılırsa; 

(

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 −𝐻𝑝1

𝛼𝑘

((𝑈1)
−𝛼𝑘 + 𝑎 + 𝑐)

0 −𝑏

(

 
 
𝑎 − 𝐻(𝑝1

𝛼𝑘 𝑎

((𝑈1)
−𝛼𝑘 + 𝑎 + 𝑐 + 𝐻∑ 𝑝𝑖

𝛼𝑘𝑛+1
𝑖=1 )

)

((𝑈1)
−𝛼𝑘 + 𝑎 + 𝑐)2

)

 
 

0

𝑐

((𝑈2)
−𝛼𝑘 + 𝑎 + 𝑒)

−𝐻𝑝1
𝛼𝑘

((𝑈2)
−𝛼𝑘 + 𝑎 + 𝑒)

−𝑑

(

 
 
 
 
 𝑐

𝑎

((𝑈1)
−𝛼𝑘 + 𝑎 + 𝑐 + 𝐻∑ 𝑝𝑖

𝛼𝑘𝑛+1
𝑖=1 )

− 𝐻(𝑝1
𝛼𝑘

𝑐
𝑎

((𝑈1)
−𝛼𝑘 + 𝑎 + 𝑐 + 𝐻∑ 𝑝𝑖

𝛼𝑘𝑛+1
𝑖=1 )

 

((𝑈2)
−𝛼𝑘 + 𝑎 + 𝑒 + 𝐻∑ 𝑝𝑖

𝛼𝑘𝑛+1
𝑖=1 )

)

((𝑈2)
−𝛼𝑘 + 𝑎 + 𝑒)2

)

 
 
 
 
 

0

0 0
−𝐻𝑝1

𝛼𝑘

((𝑈3)−𝛼𝑘 + 𝑎 + 𝑓 − 𝑏
𝑎

((𝑈1)−𝛼𝑘 + 𝑎 + 𝑐 + 𝐻∑ 𝑝𝑖
𝛼𝑘𝑛+1

𝑖=1 )
 − 𝑑

𝑐
𝑎

((𝑈1)
−𝛼𝑘 + 𝑎 + 𝑐 + 𝐻∑ 𝑝𝑖

𝛼𝑘𝑛+1
𝑖=1 )

 

((𝑈2)−𝛼𝑘 + 𝑎 + 𝑒 + 𝐻∑ 𝑝𝑖
𝛼𝑘𝑛+1

𝑖=1 )
)

0

0   
𝑒

((𝑈4)
−𝛼𝑘 + 𝑎)

𝑓

((𝑈4)
−𝛼𝑘 + 𝑎)

−𝐻𝑝1
𝛼𝑘

((𝑈4)
−𝛼𝑘 + 𝑎))

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

elde edilir. Elde edilen bu matrisin |𝐽 − 𝜆𝐼| = 0 determinantı kullanılarak öz değerleri 
 

𝜆𝟏 =
−𝐻𝑝

1
𝛼𝑘

((𝑈1)
−𝛼𝑘 + 𝑎 + 𝑐)

,     𝜆𝟐 =
−𝐻𝑝

1
𝛼𝑘

((𝑈2)
−𝛼𝑘 + 𝑎 + 𝑒)

, 𝜆𝟑 =
−𝐻𝑝

1
𝛼𝑘

((𝑈4)
−𝛼𝑘 + 𝑎)

, 

 

𝜆𝟒 =
−𝐻𝑝1

𝛼𝑘

((𝑈3)
−𝛼𝑘 + 𝑎 + 𝑓 − 𝑏

𝑎

((𝑈1)
−𝛼𝑘 + 𝑎 + 𝑐 + 𝐻∑ 𝑝

𝑖

𝛼𝑘𝑛+1
𝑖=1 )

 − 𝑑

𝑐
𝑎

((𝑈1)
−𝛼𝑘 + 𝑎 + 𝑐 + 𝐻∑ 𝑝

𝑖

𝛼𝑘𝑛+1
𝑖=1 )

 

((𝑈2)
−𝛼𝑘 + 𝑎 + 𝑒 + 𝐻∑ 𝑝

𝑖

𝛼𝑘𝑛+1
𝑖=1 )

)

. 

 

olarak bulunur. 

 

Burada fark edildiği üzere 𝜆𝟒 harici diğer tüm öz değerlerin pozitif parametreler 

kullanıldığında negatif olduğu aşikardır. 𝜆𝟒 için ise 𝑅0 ifadesi 1’den büyük kabul edilirse 

yani 𝑎𝑐𝑑(𝑎 + 𝑒) > 𝑐(𝑎 + 𝑓) + 𝑎(−𝑏 + 𝑓 + 𝑎) olursa, bu halde 𝜆4 ifadesinin paydası 

pozitif olmak durumunda kalır ve üst kısmın negatif olmasından dolayı 𝜆4 öz değeri 

negatif olarak bulunur. Tüm 𝜆 değerlerinin mutlak değerleri payda kısımlarının pay 

kısımlarından daha büyük olması gerektiğinden dolayı belirtilen (i)-(iv) koşullarının 

sağlanması durumunda da D denge noktası lokal asimptotik kararlıdır.  

 

 

4.  Nümerik simülasyon 

 

Bu bölümde ayrıklaştırılmış (3) diferansiyel denklem sistemi için nümerik simülasyonlar 

verilmiştir. Ek olarak D denge noktasındaki kararlılık analizi aşağıda verilen parametre 

değerleri ile araştırılmıştır. Öncelikle başlangıç değerleri 𝑆(0) = 0.4, 𝑉(0) = 0.4,
𝐼(0) = 0.2 ve 𝑅(0) = 0.1 olarak alınmış ve parametreler ise 𝑎 = 1, 𝑏 = 15, 𝑐 = 15, 𝑑 =
10, 𝑒 = 4 ve 𝑓 = 2 şeklinde seçilmiştir [37]. Bu seçimler ile 𝑅0 = 22,272727 > 1 

olarak bulunmuştur.  Öncelikle (3) ayrıklaştırılmış sisteminde bu verilerin yerleştirilmesi 

ve  𝑣(𝛼) = 1 , 𝛼 = 0.4 ve ℎ = 0.8 seçilmesiyle sisteme ait çözüm grafikleri Şekil 1’de 

verilmiştir. Sonrasında farklı 𝑣(𝛼) değerleri için tüm sistemdeki fonksiyonların grafikleri 

ayrı ayrı Şekil 2- Şekil 5’ de gösterilmiştir. İfade edilen değerler ile denge noktası 

𝐷 (0.062499, 0.937428, 0, 3.749891) şeklinde elde edilmiş ve Jacobian matrisinde bu 

noktanın yerine yazılmasıyla sistemin karakteristik denklemi 
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𝑃(𝜆) = 𝜆4 + 𝑡3𝜆
3 + 𝑡2𝜆

2 + 𝑡1𝜆 + 𝑡0 

 

biçiminde olup buradaki katsayılar 

 

 𝑡3 = 0.012887, 𝑡2 = 0.272094. 10
−4, 𝑡1 = 0.114651. 10

−7 ve  𝑡0 = 0.103291. 10
−11  

 

olarak elde edilir. Schur-Cohn kriterine göre 

 

i) 1+𝑡3+𝑡2+𝑡1+𝑡0=1.012191 > 0, 
ii) 1-𝑡3+𝑡2-𝑡1+𝑡0=0.987139 > 0, 
iii) |𝑡0| = 0.103291. 10

−11 < 1, 

iv) |𝑠2,0| = 1 > |𝑠2,3| = 0.114651. 10
−7, 

v) |𝑠3,0| = 1 > |𝑠3,2| = 0.272093. 10
−4,   

ifadeleri sağlanır. Bu durumda tüm 𝜆’lar için |𝜆| < 1 sağlandığından D kararlı bir denge 

noktasıdır. Ek olarak karakteristik denklemin çözümü ile  

 

𝜆𝟏 = −𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟏𝟐,  𝜆𝟐 = −𝟎. 𝟎𝟏𝟎𝟑𝟔𝟗,  𝜆𝟑 = −𝟎. 𝟎𝟎𝟏𝟗𝟗𝟑, 𝜆𝟒 = −𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟑𝟗𝟗. 
 

şeklinde elde edilmiş olup tüm öz değerler sıfırdan küçük olduğundan D denge noktası 

lokal asimptotik kararlıdır. 

 

 
 

Şekil 1.  v(α) = 1 için SVIR sisteminin çözüm grafikleri. 

 

 
 

Şekil 2.  Farklı v(α) değerleri için 𝑆(𝑡) fonksiyonu grafikleri. 
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Şekil 3.  Farklı v(α) değerleri için 𝑉(𝑡) fonksiyonu grafikleri. 

 

 

 

 

 
 

Şekil 4.  Farklı v(α) değerleri için 𝐼(𝑡) fonksiyonu grafikleri. 

 

 

 
 

Şekil 5.  Farklı v(α) değerleri için 𝑅(𝑡) fonksiyonu grafikleri. 

 

 

5.  Sonuç 

 

Bu çalışmada öncelikler aşı stratejilerini de içeren epidemik bir model olan SVIR 

modelinin dağılımlı mertebeden hali yeni bir model olarak ifade edilmiştir. Sonrasında 

yeni tanımlanan bu denklemin ayrıklaştırılması ve kararlılık analizi yapılmıştır. Yapılan 

bu çalışmalarla ilgili de son olarak 4. Bölümde nümerik simülasyonlar verilmiştir. Elde 

edilen bulgular ışığında dağılımlı mertebeden diferansiyel denklemlerin bu tip epidemik 

modellerde kullanılmasının oldukça önemli olduğu görülmüştür. Çünkü dağılımlı 
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mertebeden denklemlerin içerdiği v(α) değeri ile yorum ve analiz kısmında tek bir 

denklemle birden fazla denklem tipine ait yorum kabiliyeti geliştirildiği görülmüştür. Bu 

çalışma ile dağılımlı mertebeden diferansiyel denklemlerin nümerik çözümleri için NSFD 

şemaları ile ayrıklaştırma işleminin yapılmasının ve çözümlerin kararlılık analizinin 

mümkün olduğu görülmüştür. 
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